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図 8: 点電荷を p1, 2, 0qに
置いた場合の y “ 0平面
上に誘起される表面電荷分
布とその等高線。縦軸のス
ケールは適当に決めた。

電荷がある場合は、誘起電荷を与える項はその点電荷から来ていた。今回の場合、
平面は y “ 0と z “ 0の 2つに分けられるが、σy“0にも σz“0にも全ての点電荷の
項が入っている。それぞれ独立に計算 (できたと)すると´q{2 づつ分配されて出
てくるのだろうか。

まず、y “ 0平面に誘起される全電荷 qy“0は、

qy“0 “

ż 8

0

dx

ż 8

´8

dzσy“0

“
´qa

2π

ż 8

0

dx

ż 8

´8

dz

˜

1

ppx ´ bq2 ` a2 ` z2q
3{2

´
1

ppx ` bq2 ` a2 ` z2q
3{2

¸

この積分は少し難しいが，次のようになる．被積分関数のx依存性だけがちがうの
が気持ち悪いので、x ˘ b Ñ x1変数変換すると、測度は不変で積分領域がずれる。

qy“0 “
´qa

2π

ż 8

´8

dz

ˆ
ż 8

´b

dx ´

ż 8

b

dx

˙

1

px2 ` a2 ` z2q
3{2

“
´qa

π

ż 8

0

dz

ż b

´b

dx
1

px2 ` a2 ` z2q
3{2

Ó zについて積分
ż

dz
1

pA2 ` z2q3{2
“

z

A2pz2 ` A2q

“
´qa

π

ż b

´b

dx

„

z

px2 ` a2qpz2 ` x2 ` a2q1{2

8

0

“
´qa

π

ż b

´b

dx
1

x2 ` a2

Ó x “ a tan θ, dx “ a
1

cos2 θ
dθ
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“
´qa

π

ż arctanpb{aq

arctanp´b{aq

dθa
1

cos2 θ

1

a2p1 ` tan2 θq

“ ´
q

π
parctanpb{aq ´ arctanp´b{aqq “ ´

2q

π
arctanpb{aq (39)

x “ 0平面についても同様な計算から、

qx“0 “ ´
2q

π
arctanpa{bq (40)

となり、全誘起電荷 qtotは、

qtot “ ´
2q

π
parctanpb{aq ` arctanpa{bqq

Ó arctanpb{aq ` arctanpa{bq “
π

2
“ ´q (41)

これで誘起電荷が鏡映電荷の合計に等しい
ことが示された．最後の arctanの関係式は
なかなか気づきにくいが、図で描くと良く
分かる．
先程の電荷の分配の疑問だが、上記のよう
に点電荷の位置のずれに反映して 2つの平
面に移る電荷の大きさが変わって来る。ちょ
うど位置が r1 “ pa, a, 0qのときに ´q{2づ
つに分かれている。

a

b

�

�
tan ��� b/a

tan 
� � a/b

arctan(b/a)+arc(a/b)=� +
� ����� �

1.4 コンデンサーと電気容量

1.4–1 [球殻導体のコンデンサー容量]:半径 aと bpą aqの二つの導体球にそれぞれ˘Qの
電荷を与えたとすると，それらの球殻の間の電場は放射線状で、その大きさErは
原点からの距離 rのときに Er “ Q

4πε0r2 である．したがって，球殻導体間の電位
差は，

φa ´ φb “

ż B

A

dr ¨ E “

ż b

a

drEr “

ż b

a

dr
Q

4πε0r2
“

Q

4πε0

ˆ

1

a
´

1

b

˙

である．比例係数から電気容量は，

C “
Q

φa ´ φb

“ 4πε0
1

1
a

´ 1
b

となる．
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関連する問題:地球の静電容量： 地球を大きな導体と考えるとその電気容量はど
の位だろうか．半径 aの球導体に電荷量 qを与えれば，その電位は無限遠を
基準として，φ “ q{4πε0aである．この場合の静電容量は，C “ q{φ “ 4πε0a

であり、a “ 6400Kmを代入すると，C “ 4ˆ3.14ˆ8.85ˆ10´12 ˆ6.4ˆ106 »

7.1 ˆ 10´4rF sである．例えば，1Cの電気量を貯めるのに，1400Vもかかっ
てしまう．そこら辺の小さなコンデンサーでも数十 µF程度あるのを考える
と，ちょっと地球に電荷を貯めるのは効率悪そうである．

1.4–2 [コンデンサーの合成]:

(a) まず C2とC3は並列なので，合成容量は C2 ` C3 “ 6µF となり，C1との直
列接続から，合計電気容量は，

Ctot “
1

1
C1

` 1
C2`C3

“
1

1
3

` 1
6

µF “ 2µF

となる．

(b) 全体に貯まる電荷量とコンデンサー C1に貯まる電荷量が同じであることか
らMでの電位を求める．AM間の電位差を VAM とすると，

VAM ˆ 3µF “ 200V ˆ 2µF ùñ VAM “
400

3
V

となる．Aの位置の電位を 0とすると，位置M の電位は
400

3
Vとなる．

(c) C1の電荷量は，3µF ˆ 400
3

V » 4.0 ˆ 10´4C

C2の電荷量は，2µF ˆ p200 ´ 400
3

qV »“ 1.3 ˆ 10´4C

C3の電荷量は，4µF ˆ p200 ´ 400
3

qV »“ 2.7 ˆ 10´4C

1.4–3 [コンデンサーをつないだとき．．．]:

この問題の趣旨は，導体コンデンサーの性質を通じて，電位と電荷の動きを理解
することがである．ここでは 1.3-5の問題を一般的にして，コンデンサーの形状
によらない議論をする．

まず，静電容量が C1と C2のコンデンサーの接続前の電荷量をそれぞれ Q1，Q2

とする．接続後にそれらは Q1
1と Q1

2に変化したとする．電荷の保存より，Q1 `

Q2 “ Q1
1 ` Q1

2であり，電荷の移動量を∆とすると，それを用いてQ1
1 “ Q1 ´ ∆，

Q1
2 “ Q2 ` ∆と表せる．ここで∆ はコンデンサー 1から 2への電荷の移動を正の
方向としている．

接続後は，2つの導体は 1つの導体になりことから，電位は一定になる．その電位
を φ1は，接続後の電荷量と容量を用いて，

φ1 “
Q1

1

C1

“
Q1 ´ ∆

C1

“ φ1 ´
∆

C1

“
Q1

2

C2

“
Q2 ` ∆

C2

“ φ2 `
∆

C2
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と表せる．この式を∆について解けば，

∆ “ pφ1 ´ φ2q{

ˆ

1

C1

`
1

C2

˙

“
C1 ` C2

C1C2

pφ1 ´ φ2q

となる．φ1 ě φ2の場合は，∆ ě 0となり，電荷は 1から 2へ移動し，逆にφ1 ď φ2

の場合は 2から 1へ移動する．いずれの場合も，電位の高い方から低い方へ電荷
は移動していることがわかる．

また，その時の電位は，

φ1 “ φ1 ´
∆

C1

“ φ1 ´
C2

C1 ` C2

pφ1 ´ φ2q “
C1φ1 ` C2φ2

C1 ` C2

である．

さて，この導体の静電エネルギーを考えてみよう．電荷をQ，電位を φとしたと
きに，静電エネルギーは 1

2
Qφで与えられる．この問題の 2つの導体の接続前後で

のエネルギーを計算してみる．接続前は，

E前 “
1

2
Q1φ1 `

1

2
Q2φ2 “

1

2

`

C1φ
2
1 ` C2φ

2
2

˘

であり，一方で接続後のエネルギーは，

E後 “
1

2
pQ1 ` Q2qφ1 “

1

2
pQ1 ` Q2q

C1φ1 ` C2φ2

C1 ` C2

“
1

2

pC1φ1 ` C2φ2q2

C1 ` C2

である．その差を計算してみると，

E後 ´ E前 “
1

2

ˆ

pC1φ1 ` C2φ2q2

C1 ` C2

´ C1φ
2
1 ´ C2φ

2
2

˙

“ ´
1

2

C1C2

C1 ` C2

pφ1 ´ φ2q2

である．その差を計算してみると，

E後 ´ E前 “
1

2

ˆ

pC1φ1 ` C2φ2q2

C1 ` C2

´ C1φ
2
1 ´ C2φ

2
2

˙

“ ´
1

2

C1C2

C1 ` C2

pφ1 ´ φ2q2

となる．つまり，接続後のエネルギーはいつでも減ることがわかった．エネルギー
が下がらない場合は，接続前の電位差が無い場合で，その時は電荷は移動しない．

1.4–4 [コンデンサーのエネルギー]:

電気容量がC1のコンデンサーに q1の電荷を与えたときの電位は φ1 “ q1{C1であ
る．導体の電位は一定であり、そこに電荷 q1があるのでコンデンサーのエネルギー
は，1

2
q1φ1 “ 1

2
q2
1{C1である．したがって，二つのコンデンサーの接続前のエネル

ギーの合計は，Eb “ 1
2

pq2
1{C1 ` q2

2{C2qである．一方で，並列に接続した後の電気
容量は，C1 ` C2であり，そこに q1 ` q2 の電荷が貯るわけだから，エネルギーは，
Ea “ 1

2
pq1 ` q2q2{pC1 ` C2qである．この差は，

Ea ´ Eb ă 0

であることがわかる．これは前問と同じである．
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1.4–5 [コンデンサー]:

(a) 導体板は非常に大きいと簡単化したので，一様な面密度 σ “ q
S
で帯電した無

限に広い平板の作る電場を考えればよい．この電場は平板に垂直方向のみ成
分を持ち，平板から離れる方向で，その大きさは |E| “

σ

2ε0

“
q

2ε0S
である．

(b) 導体板Bも同様に考えると，今度は電荷の符号が負なので，平板に向かう方
向で，やはりその大きさは |E| “

q

2ε0S
である．この二つの電場を方向に注

意して重ね合わせると，導体板の間での合計の電場は導体板AからBに向か
う方向に大きさ |E| “

q

ε0S
を持つことがわかる．ちなみに，導体板の外側は

方向が逆向きになっており，0 になる．

(c) 二枚の導体板間の電位差 φABを求めてみる．導体板間の電場は導体板に垂直
で場所に依らず一定の値

q

ε0S
であることから，

φAB “

ż B

A

dx ¨ E “

ż d

0

dz
q

ε0S
“

qd

ε0S

であることがわかる．ここから,電位差 φAB と電荷量 qは比例関係にあるこ
とがわかり，その比例係数として，電気容量Cは，

C “
q

φAB

“ ε0
S

d

となることがわかる．コンデンサーの電気容量を大きくするためには，面積
S を大きく，距離 dを小さくすればよいことがわかる．

(d) このコンデンサーに蓄えられたエネルギーは次の二通りの考え方で求めてみ
る．最初は，電荷が蓄えられていない状態から，導体板 Bから+qの電荷を
導体板 Bに移動するために必要なエネルギーを考える．電荷が既に q1移動
した後に微小な電荷量 dq1を移動するために必要なエネルギー dU は，dU “

φABpq1qdq1 “ q1d
ε0S

dq1である．ゆえに，電荷が qになるまでのエネルギーUは，

U “

ż

dU “

ż q

0

q1d

ε0S
dq1 “

d

ε0S

q2

2
“

dq2

2ε0S

である．

一方，エネルギーは電場のエネルギーと考えることができる．電荷が蓄えら
れた状態での電場のエネルギーは，

U “
ε0

2

ż

dV |E|2 “
ε0

2

ż

dV

ˆ

q

ε0S

˙2

“
ε0

2

ˆ

q

ε0S

˙2

Sd “
q2d

2ε0S

となり，同じ結果を得る．
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1.4–6 [円柱コンデンサーの電気容量]:

外径 aの円筒型導体Aおよび内径 bpą aqの導体Bが同心に置かれている場合の静
電容量を求めてみる．それぞれに正負同量の電荷を与えると，それらの電荷はA

の外側の表面とBの内側面に一様に分布する．この導体系の電場は，円筒導体が
無限に長いと考えると，導体と平行な電場は存在しないので，動径方向で中心か
らの距離 rだけの関数である．そこでガウスの法則より，電場の動径成分 Erは，
電荷の単位長さ辺りの電荷を λとして，Er “ λ{2πε0rpa ă r ă bqとなる．導体の
外側 r ą bでは電場はゼロになっている18．そこで，両導体の電位差は，

φA ´ φB “

ż b

a

Erdr “

ż b

a

λ

2πε0r
dr “

λ

2πε0

log
b

a

これより，軸方向の単位長さ当たりの静電容量C 1は

C 1 “
λ

φA ´ φB

“
2πε0

log b
a

となる．

1.4–7 [一様帯電球の静電エネルギー]:

ここでも静電エネルギーを二種類の方法で求めてみる．

(1)静電ポテンシャルからの計算:

半径 aの球になるまで電荷を蓄える時のエネルギーを球殻を付け加える過程にそっ
て計算してみる．まず，半径 rまで電荷が貯ったとする．そのときの電荷 qprqは，
qprq “ 4πr3ρ

3
である．この電荷が電荷球の外側につくる電場は，その電荷が中心に

集まった点電荷と同じなので，方向は動径方向であり，大きさErは，Er “
qprq

4πε0r2

である．この電場の元で，半径 rの位置の電位は，φ “
qprq

4πε0r
であるから，ここに dq

の電荷を持ってくるためのポテンシャル・エネルギー dU は，dU “ φdq “
qprq

4πε0r
dq

である．dq “
`

dq
dr

˘

dr “ 4πr2ρdrであることに注意して，全エネルギーは，

U “

ż

dU “

ż

qprq

4πε0r
dq “

ż a

0

drp4πr2ρq

4πr3ρ
3

4πε0r
“

ż

dr
4πρ2r4

3ε0

“
4πρ2a5

15ε0

と求まる．

(2)電場のエネルギー:

次に，電場のエネルギーとして計算してみる．電場はガウスの法則を用いて，求
めておく．電場は動径方向であるので，その大きさをErとして，半径 rの球をガ
ウスの閉曲面に選ぶと，ガウスの法則より，

4πr2Er “

#

4πr3ρ
3ε0

for r ă a
4πa3ρ
3ε0

for r ą a
, ùñ Er “

#

rρ
3ε0

for r ă a
a3ρ

3ε0r2 for r ą a

18なぜ?
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となる．これを用いて，全空間での電場のエネルギーは，

U “
ε0

2

ż

dV |E|2 “
ε0

2

ż 8

0

4πr2drE2
r “

ε0

2

˜

ż a

0

4πr2dr

ˆ

rρ

3ε0

˙2

`

ż 8

a

4πr2dr

ˆ

a3ρ

3ε0r2

˙2
¸

“
2πρ2

9ε0

ˆ
ż a

0

drr4 `

ż 8

a

a6

r2

˙

“
2πρ2

9ε0

ˆ

a5

5
` a5

˙

“
2 ¨ 6πρ2a5

9 ¨ 5ε0

“
4πρ2a5

15ε0

となり，やはり同じ結果が得られる．

この電荷球の全電荷量をQとおくと，Q “
4πa3ρ

3
であるので，エネルギーは，

ρ “
3Q

4πa3
, ùñ U “

4πa5

15ε0

ˆ

3Q

4πa3

˙2

“
3Q2

20πa

と表すこともできる．

1.4–8 [平板コンデンサーの静電エネルギー]:

これは 1.4-5の (d)で答えているので省略する．この問題では電場は定数であるの
で，特殊な例になっている．
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