
1.2 電場とガウスの法則

1.2–1 [ガウスの法則の例題]:1.1-9, 1.1-10, 1.1-11をガウスの法則を使って電場を求め
てみる．

球殻電荷のつくる電場

電荷が球対称なので，電場も球対称である．つまり，電場の大きさは中心からの距
離にのみ依存し，方向は動径方向である．その大きさをErとする．ガウスの閉曲
面を半径 rの同心球とする．その球面上で電場の大きさは一定で，Erであり，そ
の方向は球面に垂直である．つまり，このガウスの閉曲面で選んだ球面の法線ベ
クトルと平行である．rと電荷球の半径 aの大小関係でガウスの法則の右辺が変わ
ることに注意して，ガウスの法則を使うと，

ż

球面
dSn ¨ E “ Er

ż

dS “ Er4πr2 “

ż

球
dV

ρ

ε0

“

$

&

%

4πa2σ

ε0

for r ą a

0 for r ă a

であるから，求める電場Erは Er “
σa2

ε0r2
θpr ´ aqである. これは， 1.1-9の式 (6)

と一致している．

平面電荷のつくる電場

これはレポート問題なのでヒントをあげておくことにする．

(a) 電場の方向はどっち向き?

(b) 電場の大きさは何に依存する?

(c) ガウスの閉曲面は電場の方向と平行か垂直になるように選ぶのがよい．

直線電荷のつくる電場

簡単のために，電荷は λを線密度とする無限に長い直線電荷とする．直線電荷を
z軸にとると，z軸を中心に回転対称性がある．つまり，どこに x軸, y軸をとって
も同じようにみえる．さらに，z軸のどの値の平面もやはり同じに見える．このこ
とから，電場の大きさErは z軸から距離だけの関数で，その方向は動径方向であ
ることがわかる．

ガウスの法則で使う閉曲面は z軸を中心とした半径 rの円柱をとることにする．z

軸方向の高さは lとする．円柱の上下の蓋の部分の法線ベクトルは z軸に平行で
あるが，電場はそれと垂直な動径方向であるので (n上下の蓋 ¨ E “ 0)，ガウスの法
則への寄与はない．一方で，側面ではいつでも面の法線ベクトルとは平行である
(n側面 ¨ E “ Er)． これらに注意して，ガウスの法則を使うと，

ż

円柱の面
dSn ¨ E “

ż

側面
ErdS “ Er2πrl “

ż

円柱内
dV

ρ

ε0

“
λl

ε0
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図 3: ガウスの法則で使う閉曲面の例

であるから，求める電場 Er は Er “
λa2

2πε0r
である. もちろんこれは 1.1-11の式

(13)と一致している．

1.2–2 [平板電荷の電場について]:レポート問題なので，解答例は後ほど．

1.2–3 [二枚の平板電荷]: レポート問題なので，解答例は後ほど．

1.2–4 [一様に帯電している円柱の作る電場]: この問題ではガウスの法則の使い方に対す
る注意を与えるのが主な趣旨である．(1)どんな閉曲面を選んだのか，(2)それぞ
れの面での積分の寄与はどうなっているか，を注意して考えたい．

(a)簡単のために円柱は無限に延びていることにする．円柱の対称性のために，電
場の動径方向7以外の成分は全てキャンセルしている．電場の動径成分は中心軸か
らの距離だけの関数になっているので、それをErpxqとする．円柱に平行な半径
r，高さ lの筒を閉曲面として選ぶと，その側面での Erは全て同じ値を持ってい
る．また，筒の上面と下面に垂直な電場は存在していないので，そこからの寄与
はない．ここでガウスの法則より，

ż

dSn ¨ E “ 2πrlEr “

ż

dV
ρ

ε0

“

$

’

&

’

%

lπr2ρ

ε0

for r ď a

lπa2ρ

ε0

for r ě a

となり，まとめると，

Er “

$

’

&

’

%

rρ

2ε0

for r ď a,

a2ρ

2rε0

for r ě a
(14)

7中心から放射状に向く方向
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円柱の外から見た答えは，全ての電荷を中心線上に集中し，線密度 λ “ πa2ρの作
る電場

Er “
λ

2πε0

1

r

と同じと見ることも出来る．

(b) 空洞を作るということは反対電荷の円柱を埋め込むと考えることができる．そ
こで，反対符号の電荷密度を持った半径 bを円柱を前問の円柱に埋め込む状況を
考える．前問の答えから，一様な電荷密度´ρをもった円柱の作る電場E1

rは，

E 1
r “

$

’

&

’

%

´
rρ

2ε0

for r ď b

´
b2ρ

2rε0

for r ě b
(15)

となる．

重ね合わせの原理より，式 (14)，(15)を足せば
よく，

Etot
r “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

0 for r ď b

´
b2ρ

2rε0

`
rρ

2ε0

for b ď r ď a

´
b2ρ

2rε0

`
a2ρ

2rε0

“
ρ

2rε0

pa2 ´ b2q for r ě a

(16)

が得られる．重ね合わせの原理は，存在する電
荷にだけでなく，このようなに架空の電荷につ
いても成り立っているが，電場の大きさについ
てではなく，ベクトルの重ね合わせであること
に注意が必要である．
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図 4: 電場の動径成分Erの r依存
性．縦軸の単位は，aρ{p2ε0q．(a)
と (b)の結果をそれぞれ示してあ
る．

もちろん，最初からガウスの法則を用いることで，(a)と同様に得られるが，このよう
に重ね合わせの原理を使うと次の問題が考えやすい．

(c). ここでは円柱が同心円柱でなくなった場合に，くりぬいた部分がどのように
なるかを考察してみる．以下では典型的な (誤)解答例を示す．

「円柱の外から見ると，その内部にある総電荷量は (b)と同じなので，電場も (b)

と同じである．」
ガウスの法則の右辺は穴がずれていても，外から見ている限りはいつでも同
じである．しかしながら，この解答は左辺について誤解している．左辺は，
ş

dSn ¨ Eであるが，もはや対称性がないので，例えば筒型の閉曲面を選んだ
ときに，その面の法線ベクトルnと電場Eは平行ではなく，また筒の場所に
も依存するので，この積分を評価することは難しい．
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「くりぬいた部分の中に閉曲面を考えると，その中には電荷は無いので，電場がゼ
ロであることがわかる． 」
ここではガウスの法則の右辺は正しく評価されていて，ゼロであるが，左辺
は電場の沸き出し総量なので，それがゼロであることしかわからない．出入
りがゼロであるだけであって，出て行く量あるいは入ってくる量がゼロであ
ることはわかならい．

「対称性がずれてしまったので，ガウスの法則は使えない．」
これはある意味で正しい．ただ，重ね合わせの原理を使うことを考えると，
円柱とくりぬくべき円柱のそれぞれは綺麗な対称性を持っている．それぞれ
の作る電場をガウスの法則で求めておいて，重ね合わせることはできる．

d 図 5: 円柱を上から見た図．同
心円になっている場合 (左) と
ベクトルdだけずれている場合
(右)

さて，重ね合わせの原理を用いて，具体的に電場を求めてみることにする．原点
を半径 aの円柱の中心にとり，(a)の結果をベクトルで表せば，

Eapxq “

$

’

’

&

’

’

%

|x|ρ

2ε0

x

|x|
“

ρ

2ε0

x for |x| ď a

a2ρ

2|x|ε0

x

|x|
“

a2ρ

2ε0

x

|x|2
for |x| ě a

(17)

である．くりぬいた円柱の中心のずれベクトルを dとすると，同様に式 (15)は，

Ebpxq “

#

´ ρ
2ε0

px ´ dq for |x ´ d| ď b

´ b2ρ
2ε0

x´d
|x´d|2

for |x ´ d| ě b
(18)

となる．これらを重ね合わせればよい．

Etotpxq “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

ρ

2ε0

x ´
ρ

2ε0

px ´ dq “
ρ

2ε0

d for 円柱の内部でかつ空洞の中

ρ

2ε0

x ´
b2ρ

2ε0

x ´ d

|x ´ d|2
for 円柱の内部でかつ空洞の外

a2ρ

2ε0

x

|x|2
´

b2ρ

2ε0

x ´ d

|x ´ d|2
for 円柱の外部でかつ空洞の外．

(19)

もはや，空洞の内部で電場がゼロとはなり得ないことはわかったであろう．しか
しながら少し驚いたのは，空洞内の電場がずれベクトル dに比例して，しかも一
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定であることである．空洞内で一定なベクトルであれば，空洞内に筒状の閉曲面
を考えると，その面についてのわきだし量はゼロになることは確かに示すことは
できる．

1.2–5 [ガウスの法則だけから電場のルールが全て決まらないこと]:

この問題は，ガウスの法則とクーロンの法則が完全に一致しているわけではない
ことを議論している．まずは，数学の問題から示そう．ガウスの法則を満たす電
場Eに適当なベクトル場Aの回転∇ ˆ Aを加えたベクトル場E’の発散は，

∇ ¨ E1 “ ∇ ¨ pE ` ∇ ˆ Aq “
ρpxq

ε0

` ∇ ¨ p∇ ˆ Aq

となる．ここで最後の式の第二項は問題 2よりゼロになることがわかっているか
ら，このベクトル場E’もガウスの法則を満たしていることがわかる．すなわち，
ガウスの法則を満たすベクトル場を一つ見つけてくると，それに好きなベクトル
場の回転を加えることで，いくらでもガウスの法則を満たす場を作ることができ
ることになり，一意的に決定することはできない．偽物の電場ベクトルをいくら
でもつくることができてしまうことになる．このことから，ガウスの法則がクー
ロンの法則の全ての性質をもっているわけでないことがわかる．これはどういう
ことなのか．

少し考えてみると，クーロンの法則は重ね合わせの原理と合わせることで，電荷
がある場合に電場を与えてくれる法則である．電場はベクトルであるから，3つの
成分を持っている．一方で，ガウスの法則はスカラーの恒等式になっている．結
局は，3つの未知の変数に対して，1つの方程式 (ガウスの法則)しかわかっていな
いために，全ては決定できないということになっているわけである．

ここで，すぐに幾つかの素朴な疑問が浮かぶであろう．例えば，すぐ後に見るよ
うに，ガウスの法則を用いて電場を求めることができる例がある．あるいは，講
義で示した例題でも，ガウスの法則だけから，電場を計算してみせた．これはな
ぜだろうか．

では，残された条件はどこかと言えば，クーロンの法則で決まる電場にその性質
が残されているわけだが，その条件式は∇ˆ E “ 0 である．この関係式は実際に
1.1-12の式から確かめることが出来る．この続きは次の問題で考えることにする．

1.2–6 [ガウスの法則と渦無しの法則から．．．]:

講義では大急ぎでしゃべったところだが，練習問題の解答例としてまとめておく．
問題は，

∇ ¨ E “ ρ{ε0 (20)

∇ ˆ E “ 0 (21)
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これらからクーロンの法則が出てくるか，あるいは，E “ pEx, Ey, Ezq が決まる
か，というのが問いである．少し難しい問題なので，以下では簡便版の答えを示
すことにする．まず，知りたい変数が 3つで，決めるべき条件式が 4つあるよう
にみえる．そうだとすれば，条件が多すぎるような気がするが，2つの式を合わせ
ると∇ ¨ p∇ ˆ Eq “ 0はどのようなEに対しても成り立つために，実は 4つの条
件は独立ではなく，この恒等式の分だけ条件は一つ減っていることになる．結果
として，ちょうど 3つの自由度が残っている．

さて，式 (22)から，ポテンシャル φを定義できることは講義で示した．

Epxq “ ´∇φpxq (22)

そして，このポテンシャルを式 (22)に代入することで，ポテンシャルの満たすべ
き方程式 (ラプラス方程式)が

∇ ¨ p´∇φpxqq “ ´∇2φpxq “
ρpxq

ε0

(23)

出てくる．この方程式の特解が，クーロン電位になると話して，それを確かめる
ことを宿題にしておいた8．ここではそれを具体的に示してみる．電荷が連続に分
布している場合のクーロン電位は，

φpxq “
1

4πε0

ż

d3x1 ρpx1q

|x ´ x1|
(24)

である．これが式 (24)の解になっていることを確かめる．

´∇2φpxq “ ´∇2 1

4πε0

ż

d3x1 ρpx1q

|x ´ x1|
“ ´

1

4πε0

ż

d3x1ρpx1q∇2 1

|x ´ x1|

Ó

ˆ

ここで，∇2 1

|x ´ x1|
“ ´∇ ¨

px ´ x1q

|x ´ x1|3
“ ∇1 ¨

px ´ x1q

|x ´ x1|3

˙

Ó pここで，∇1はx1での偏微分．q

“ ´
1

4πε0

ż

d3x1ρpx1q∇1 ¨
px ´ x1q

|x ´ x1|3

Ó また，下線部は練習問題 1.1-12で示したように，x1 ‰ xでは 0である．

Ó 積分に寄予があるのは，x1 “ x だけなので，そのx近傍の半径 aの積分を考える．

“ ´
1

4πε0

ρpxq

ż

x’近傍の微小球
d3x1∇1 ¨

px ´ x1q

|x ´ x1|3

Ó ガウスの定理と立体角の計算をすると，

“ ´
1

4πε0

ρpxq

ż

x’近傍の微小球面
dS 1n ¨

px ´ x1q

|x ´ x1|3

“ ´
1

4πε0

ρpxqp´4πa2q
a

a3
“

ρpxq

ε0

(25)

8これを解くには技術がいるが，確かめることは比較的容易である．
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このポテンシャルから電場を求めると，クーロンの法則になる．後は，これが無
限遠で 0になる条件を加えて，唯一の解であることを示せばよいですね．それは
みなさんやってみましょう．

1.2–7 [ベクトル場の演算]:ベクトル場の微分の練習問題です．

(1)ベクトル場Aの発散 (divA)

∇ ¨ A “ 6xy ´ 2xz ` 3xz2.

(2)ベクトル場Aの回転 (rotA)

p∇ ˆ Aqx “
BAz

By
´

BAy

Bz
“ 0 ` 2xy

p∇ ˆ Aqy “
BAx

Bz
´

BAz

Bx
“ 0 ´ z3

p∇ ˆ Aqz “
BAy

Bx
´

BAx

By
“ ´2yz ´ 2 ¨ 3x2

これらをまとめると，∇ ˆ A “ p2xy, ´z3, ´2yz ´ 6x2q．

(3)ベクトル場Aの発散の勾配: grad(divA)

∇ p∇ ¨ Aq “ ∇
`

6xy ´ 2xz ` 3xz2
˘

“
`

6y ´ 2z ` 3z2, 6x, ´2x ` 6xz
˘

.

1.2–8 [ガウスの定理の練習]:

数学の定理であるガウスの定理
ż

dV ∇ ¨ A “

ż

dSn ¨ A

を実感するための練習問題である．本来は両辺のうちの計算しやすいのが実際的
な使い方であるが，ここでは両辺それぞれを計算して，等式が成り立つことを確
かめてみる．

まずは左辺から計算する．∇ ¨ A “ x ` y ` zであるから，
ż

dV ∇ ¨ A “

ż 1

0

dx

ż 1

0

dy

ż 1

0

dzpx ` y ` zq “ 3

ż 1

0

dx

ż 1

0

dy

ż 1

0

dzx “
3

2

となる．ここで，2式から 3式への移行はx, y, zの入れ換え対称性から，px`y `zq

のどの項も同じ値をとることを使った．

一方，右辺は，全部で 6つの面での積分がある．それぞれに分けて計算する．
ż

dSn ¨ A “

ż

x“1 の面
dydzp1, 0, 0q ¨ A `

ż

x“0 の面
dydzp´1, 0, 0q ¨ A
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`

ż

y“1 の面
dxdzp0, 1, 0q ¨ A `

ż

y“0 の面
dxdzp0, ´1, 0q ¨ A

`

ż

z“1 の面
dxdyp0, 0, 1q ¨ A `

ż

z“0 の面
dxdyp0, 0, ´1q ¨ A

“

ż

x“1 の面
dydzxy `

ż

x“0 の面
dydzp´xyq `

ż

y“1 の面
dxdzyz

`

ż

y“0 の面
dxdzp´yzq `

ż

z“1 の面
dxdyzx `

ż

z“0 の面
dxdyp´zxq

“ 3

ż

x“1 の面
dydzxy “ 3

ż 1

0

dy

ż 1

0

dzy “
3

2
．

最後の行では対称性と x “ 1の面であることから x “ 1を代入した．確かに右辺
“左辺であることが確かめられた．

1.2–9 [ストークスの定理]:

このストークスの定理はガウスの定理と並んで，ベクトル場を解析する上でよく
使われる定理である．ベクトル場Aの回転 (rot)について一般に成り立つストーク
ス定理は，

ż

S

n ¨ p∇ ˆ Aq dS “

ż

C

dx ¨ A (26)

である．

• 右辺は，ある閉曲線Cについてのベクトル場の線積分である．

• 左辺の被積分関数には，微分演算子ナブラ∇ とベクトル場Aとのベクトル積
であり，これはベクトル場の回転 (rotation)と呼ばれている．その積分は閉
曲線Cで囲まれた閉じた曲面での面積分であり，被積分関数はベクトル場の
回転と面上での法線ベクトルとの内積である．

簡易版の証明を示す．ガウスの定理の証明
でも行ったように，左辺から右辺が出て来
る様子を見ることにする．まず，簡単のた
めに xy平面に平行な微小な面を考える．面
積要素を dS “ ∆x∆yとすると，法線ベクト
ルnは zに平行になるので，積分の寄与は，

nzp∇ ˆ AqzdS “ nz

ˆ

BAy

Bx
´

BAx

By

˙

∆x∆y

となるが，これは偏微分の定義，

x

y

z

(x,y,z)

(x+dx,y,z)

(x+dx,y+dy,z)

(x,y+dy,z)Ax(x,y,z)dx

Ay(x+dx,y,z)dy
-Ax(x,y+dy,z)dx

-A(x,y,z)dy

B

Bx
Ay “

Aypx ` ∆x, y, zq ´ Aypx, y, zq

∆x
,

B

By
Ax “

Axpx, y ` ∆y, zq ´ Axpx, y, zq

∆y
,
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を使えば，左辺は，

n¨p∇ ˆ Aq dS “ Aypx`∆x, y, zq∆y´Aypx, y, zq∆y´Axpx, y`∆y, zq∆x`Axpx, y, zq∆x

となる．これは，図に書いてみるとわかるように，点 px, y, zqから出発して，反時
計回りに面積要素 dSの周囲を循環 (回転)する線積分に他ならない．すなわち，

ż

閉曲面で囲まれた微小面積
n ¨ p∇ ˆ AqdS “

¿

微小閉曲面

dx ¨ A (27)

となり，微小面積 dSの場合はストークスの定理が成り立っていることが示せた．

次にこの閉曲面が 2つ並んでいる場合を考
える．全体を一つの閉曲面 Sと考えること
は，2つの閉曲線で囲まれた面S1, S2を別々
に考えることは同じことになる．右辺の線
積分領域の違いは，2つに分けて考えた場合
は境界に余計に入る２本の線 (についての積
分)だが，ここでの線積分の方向は逆方向で
あるので，その線での寄与はいつでもキャン
セルされている．このことから，

x
y

z

ż

全平面 S

n ¨ p∇ ˆ AqdS “

ż

部分面 S1

n ¨ p∇ ˆ AqdS `

ż

部分面 S2

n ¨ p∇ ˆ AqdS

“

¨

˚

˝

¿

微小閉曲面 C1

`

¿

微小閉曲面 C2

˛

‹

‚

dx ¨ A

“

¿

Sを囲む閉曲面 C

dx ¨ A (28)

となり，2つの閉曲面の場合にも成り立つことが示せた．このまま広い閉曲面の場
合にも細かく分割することで同様に示せる．
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さて，平坦な平面については証明できたと
すると，次に一般の面についての場合が気
になる．今、対象となるウネウネ平面を平
坦な面で囲んでしまった閉曲面 Sを考える
(右図)。そこで、ベクトル場∇ ˆ Aに対す
るガウスの定理 (発散定理)は、

ż

∇ ¨ p∇ ˆ Aq dV “

ż

n ¨ p∇ ˆ Aq dS (29)

ところで、左辺はベクトル場の性質よりゼ
ロになる p∇ ¨ p∇ ˆ Aq “ 0q。

上のウネウネ面についての Stokes

の定理を示したい。こんな図でイ
メージつかめるだろうか?

一方で、右辺は、
ż

n ¨ p∇ ˆ Aq dS “

ˆ
ż

ウネウネ
`

ż

平坦

˙

n ¨ p∇ ˆ Aq dS “ 0 (30)

となるので、次のようになる。
ż

ウネウネ
n ¨ p∇ ˆ Aq dS “ ´

ż

平坦
n ¨ p∇ ˆ Aq dS (31)

右辺には、(すでに示した)Stokesの定理を使って、それぞれウネウネ面を囲んで
いる平坦面の回りの線積分の和に置き換えられる。

ż

ウネウネ
n ¨ p∇ ˆ Aq dS “ ´

ˆ
ż

´C1

`

ż

´C2

` ¨ ¨ ¨

˙

A ¨ dx

“

ż

ウネウネ周回
A ¨ dx (32)

というわけで、ウネウネしていてもよいことがわかる。

1.2–10 [ストークスの定理の練習]:

これはストークスの定理の実感練習問題である．

P Q

R ∇ˆA “ p2y, 2z, 2xqであり，面PQRはx`y`z “ 1

で表されるので，面の法線ベクトルは n “ 1?
3
p1, 1, 1q

である．ここから左辺の被積分関数は，n ¨p∇ˆAq “
2?
3
px ` y ` zqであることがわかる．この面積分の実

行は z “ 0すなわち xy平面へ写像とるのが簡単で
ある．

面 PQRの z “ 0平面への写像は，領域: (0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1 ´ x)の三角形であ
る．面PQR上の面積要素 dSと xy平面の面積要素 dxdyとは，それらの面のなす

角 θを用いて，cos θ “
dxdy

dS
であるが，この cos θは，n ¨ p0, 0, 1q “ 1?

3
であるこ

22



とから，
dxdy

dS
“

1
?

3
, ùñ dS “

?
3dxdy

である．面 PQRでは z “ 1 ´ x ´ yであることに注意して，左辺の積分は
ż

面 PQR

dSn ¨ p∇ ˆ Aq “

ż

面 PQR

dS
2

?
3

px ` y ` zq

“

ż

xy 面への写像面

?
3dxdy

2
?

3
px ` y ` 1 ´ x ´ yq

“

ż 1

0

dx

ż 1´x

0

dxdy2 “

ż 1

0

2p1 ´ xq “ 1.

となる．

一方で，右辺は 3つの線積分からなる．まず，線分PQから考える．線分 PQは，
z “ 0と x “ 1 ´ yp0 ď x ď 1qの面の交線であるから，dz “ 0, dx “ ´dyである．

ż

PQ

dx ¨ A “

ż

PQ

pz2dx ` x2dyq “

ż 1

0

dyp1 ´ yq2 “
1

3
.

同様に，線分QRと線分RPもそれぞれ1{3になるので，あわせると
ş

PQ`QR`RP
dx¨

A “ 1である．

1.2–11 [保存力]:

力学で出てきた保存力を，ベクトル解析の知識を使って考えてみる．力F は，そ
の仕事が経路に依存しないときに保存力と呼ばれる．それと同値関係にあること
は∇ ˆ F “ 0であることは，ストークスの定理から導かれる．ここでは力が保存
力であることは，仕事ではなくて rotを調べることから導くことにする．具体的に
与えられた力の性質から，それぞれの成分を見てみることにする．まずは，x成
分 (p∇ ˆ F qxと表す)である．

p∇ ˆ F qx “
BFz

By
´

BFy

Bz
“

Bpfprqzq

By
´

Bpfprqyq

Bz
“ z

Bfprq

By
´ y

Bfprq

Bz

Ó

ˆ

B

By
fprq “

Br

By

B

Br
fprq “

y

r

Bf

Br

˙

“
yz

r

Bf

Br
´

yz

r

Bf

Br
“ 0

同様に、y, z成分もゼロになることが示せる．ここから，この力 F は保存力だと
わかる．

さて，力FがF “ fprqxとなる力は中心力と呼ばれる．例として，ばねの復元力
fprq “定数，万有引力・クーロン力 fprq91r2などがある．中心力は一般に保存力
になることが，この練習問題で示されたことになる．
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1.2–12 [ガウスの法則 (再度)+電位]:

次のレポート問題とする．

1.2–13 [電気双極子]:

電場と同様に電位も重ね合わせの原理から二つの電荷の電位を足し合わせること
で求まる．また，電位から電場は gradすれば求まる．ここでは電位から電場を求
める練習問題です．

１．それぞれの電荷が持っているクーロン電位を2つ重ね合わせることで全体φpxq

の電位を求める．

φpxq “
q

4πε0

«

1
a

x2 ` y2 ` pz ´ aq2
´

1
a

x2 ` y2 ` pz ` aq2

ff

(33)

位置 |x|が電荷間の距離 2aに比べて非常に大きい時にどのようになるかを考える．
まずは，a{z ! 1として，a{z “ 0の回りでの展開すると，

pz ˘ aq2 “ z2
`

1 ˘ 2a{z ` O
`

pa{zq2
˘˘

» z2 ˘ 2az

であるから，クーロン電位のそれぞれの項は，

px2`y2`pz˘aq2q´1{2 » px2`y2`z2˘2azq´1{2 »
1

px2 ` y2 ` z2q1{2
¯

az

px2 ` y2 ` z2q3{2

となり，式 (34)は，

φpxq »
q

4πε0

2az

px2 ` y2 ` z2q3{2

Ó ここで，p “ p0, 0, 2aqq,R “ px, y, zqを使えば，

“
1

4πε0

p ¨ R

|R|3
(34)

となる．これは電気双極子と呼ばれている系であり，pを電気双極子モーメントと
呼ぶ．

2. 続けて，この電位から電場を求めてみる．|p| “ p “ 2aqとして，

Ex “ ´
B

Bx
φ “

p

4πε0

3xz

|R|5
,

Ey “ ´
B

By
φ “

p

4πε0

3yz

|R|5
,

Ez “ ´
B

Bz
φ “ ´

p

4πε0

ˆ

1

|R|3
´

3z2

|R|5

˙

.

24


