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1 静電場の世界

1.1 電荷の存在・クーロンの法則

1.1–1 [電荷量]:桁が大きくちがう量を感覚的に理解するには訓練が必要である．ここで
はその例題として電荷量を考えてみることにする．題意に従って，数値を計算し
てみると，求める電荷量は，

10[g]

63.5[g/mol]
ˆ 6.02 ¨ 1023[mol´1

s ˆ 1.60 ¨ 10´19[C] » 1.52 ˆ 104[C]

となる．実際には銅からこんな電荷をはぎ取ることは不可能である．下敷をこすっ
て発生できる静電気は高々10´6C“ µ C程度である．

1.1–2 [クーロン力]:クーロン力の大きさに関して数値を計算してみる問題である．

1

4πε0

q2

r2
“

1

4 ¨ 3.14 ¨ 8.9 ˆ 10´12C2{Nm2

1C2

1m2
» 9.0 ˆ 109N

1Kgの質量に働く地球上での重力の大きさが 9.8[N]であることから，上の力は
9.2ˆ108Kg“ 9.2 ˆ 105tonの質量に働く重力に相当することがわかる．

1.1–3 [水素原子でのクーロン力の強さ]: 問題の意図はクーロン力の強さを見てみようと
いうことである．単純に数値を入れれば答えは出てくる．古典的力学の範囲では，
水素原子は陽子の回りを回転していると考える．二つの距離を rとすると，クー
ロン力は，

クーロン力 “
e2

4πε0r2
,

であり，万有引力は，
万有引力 “ G

mpme

r2

となる．その比は，それぞれ数値を入れれば，

クーロン力
万有引力

“
e2

4πε0

1

Gmpme

» 2.2 ˆ 1039 »
1

4.5 ˆ 1040
(1)

となり，クーロン力が圧倒的に大きいことがわかる．かなり大きな値なので，逆に
実感は沸かない．また，このような比較がいいのかどうかもよくわからない．似
たような問題として，地球は太陽の回りを公転しているが，ここでは万有引力と
遠心力がつり合っている．この公転半径を，万有引力を無くして，クーロン力と
遠心力から実現されていると考えたときに，どの位電荷を持たせればよいかを考
えてみよう．

1.1–4 [身近な電磁気力]:

レポート問題なので，解答例は後ほど．
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1.1–5 [電荷の中性]:問題 1.1–3で議論したように，電荷の中性がずれていたときには大
きなクーロン力の効果でいろんなスケールでの物質の崩壊が起きているであろう．
実際にはそれが起きていないわけで，そこから中性度合を大雑把に評価できる．仮
りに，水素原子の陽子と電子の電荷が eと´eが中性から δだけずれていたとする．
つまり，それぞれの電荷が p1 ` δ{2qeと´p1 ´ δ{2qeだとする．水素原子間に働く

力は斥力になり，その大きさは
pδeq2

4πε0r2
となる．水素原子からなる星が存在すると

いうことは，たくさんの水素原子間に働く力は，クーロン力による斥力よりも万
有引力による引力の方が大きいはずである．この条件から，

pδeq2

4πε0r2
ă G

memp

r2
ùñ δ ă 2.1 ˆ 10´20

となる．世の中は中性にできていることがわかる．

1.1–6 [クーロン力 1]:

レポート問題なので，解答例は後ほど．

1.1–7 [クーロン力 2]:

電場をベクトルとして考える習慣になれることが，この問題の趣旨です．二番は
力学の問題として，何が起きるか想像してみようということである．

1．ベクトルの合成

図のように座標軸をとり，3つの点電荷をそ
れぞれA,B,Cと呼ぶことにする．点電荷の
間の距離は等しいのでそれぞれの 間に働く
クーロン力の大きさは等しく，F “ 1

4πε0

q2

a2

となる．AがBから受ける力をF ABと書く
ことにすると，クーロン力が作用・反作用
型の力 (F AB “ ´F BA)であることを考える
と，独立な 3つの力ベクトルはそれぞれ，

y

x

A

B

C

F AB “
F

2

˜

1
?

3

¸

,F BC “
F

2

˜

1

´
?

3

¸

, F CA “ F

˜

1

0

¸

,

となり，ベクトルの合成を考えれば，それぞれの点電荷が受ける力は

F A “ F AB ` F AC “ F

#

1

2

˜

1
?

3

¸

`

˜

´1

0

¸+

“
F

2

˜

´1
?

3

¸

,

F B “ F BA ` F BC “ F

#

´
1

2

˜

1
?

3

¸

`
1

2

˜

1

´
?

3

¸+

“ F

˜

0

´
?

3

¸

,
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F C “ F CA ` F CB “ F

#˜

1

0

¸

´
1

2

˜

1

´
?

3

¸

“
F

2

˜

1
?

3

¸+

.

となることがわかる．

2．力と運動

さて，力がわかればどちらの向きに動こうとするのかがわかる．そこで，点電荷
の固定を外すとどうなるかを考えてみると，まずは点電荷が直線上の並ぶ方向に
動こうとするであろう．実際には運動方程式を解いてみたいところであるが，点
電荷の質量をあからさまに与えていなかったり，問題の図の棒線が点電荷間の距
離を固定しているように思えるので，固定されているかどうかで答え方が異なる．

まず，それぞれの運動量を pA, pB, pCとすると，すぐわかることは，運動方程式

d

dt
pA “ F A,

d

dt
pB “ F B,

d

dt
pC “ F C ,

から，
d

dt
ppA ` pB ` pCq “ F A ` F B ` F C “ 0

と重心の運動量は保存していることがわかる．これは AB間や BC間の距離が固
定されているかどうかに依存しない．さて，適当に質量を与えて，運動方程式を
解けばいいわけだが，これはちょっと難しいそうな問題である．定性的には，以下
のとおりであろう．

点電荷間の距離が固定されていない場合

最初は点電荷は直線上にならぶ方向に動き出すが，両端の点電荷から見
た他の点電荷の相対位置は異符号の方が近いので，合力は重心に対して
引力が働く．結局は，重心の位置に点電荷が集結する1．

点電荷間の距離が固定されている場合

上の設定よりも，自由度が格段に少なくなっているので，簡単である．
この場合は，重心に集結することはなく，への字ー直線ーへの字の逆の
振動を繰り返すことになる．この時に振動数はクーロン力の形で決まっ
ているはずである．

1.1–8 [2つの異なる電荷のつくるクーロン電場]:

重ね合わせの原理をつくって，電荷の作る電場を求めてみようというのが，この
問題の趣旨である．

正負の電荷の位置をそれぞれ r˘p˘a{2, 0, 0qとする．さて，まず解答に行く前に，
ガウスの法則を使って何がわかるかを考えてよう．この二つの電荷を囲むような
閉曲面を考えると，ガウスの法則の右辺 (総電荷量) はゼロになる．よって，左辺

1点電荷は “点”なので，衝突は起きないと考えている．

4



もゼロになるが，これは電場がゼロであることではない．その閉曲面を垂直に出
て行く電場の大きさの総量がゼロなだけ，つまり出て行く量と入って来る量が同
じである．残念ながら，これ以上のことはガウスの法則からはわからない．

1. y軸上での観測 観測点の座標をxp0, y, 0qとする．この点と正負電荷間の距離
はどちらも同じであるから，この位置での電場の大きさは同じである．また，電
場の y成分は正負で大きさは同じで方向が逆なので，重ね合わせるとゼロになる．
z成分はないので，x成分だけ求めればよい．まず，それぞれの電荷が位置xに作
る電場の大きさEは，E “ 1

4πε0

q
y2`a2{4

であるので，x成分は，

Ex “ 2E
a{2

a

y2 ` a2{4
“

qa

4πε0

1

py2 ` a2{4q3{2
“

qa

4πε0

1

y3

ˆ

1 `
a2

4y2

˙

»
qa

4πε0

1

y3

となる．最後に y " aの条件より，pa{yq2は小さいとして無視した．よって，方向
に注意して，答えは，

Epxq “

ˆ

´
qa

4πε0

1

y3
, 0, 0

˙

(2)

2. x軸上での観測 観測点をxpx, 0, 0qとすると，この場合もやはり x成分の電場
しかない．その値は，

Ex “
1

4πε0

„

q

px ´ a{2q2
´

q

px ` a{2q2



“
q

4πε0

1

x2

„

´

1 ´
a

2x

¯´2

´

´

1 `
a

2x

¯´2


»
aq

2πε0

1

x3
.

前問と同様に距離の 3乗に逆比例する形になった2．

3. 一般の場合 さて，一般的に距離の逆 3乗則が成り立っているだろうか．それ
を確かめるのがここでの問題である．前問と同様にそれぞれの電荷が作る電場を
重ね合わせればよいが，ここではずるをして，電位を経由して求めてみる3．それ
ぞれの電荷が持っているクーロン電位を 2つ重ね合わせることで位置xpx, y, zqで
の電位 φpxqを求める．

φpxq “
q

4πε0

«

1
a

px ´ pa{2qq2 ` y2 ` z2
´

1
a

px ` pa{2qq2 ` y2 ` z2

ff

(3)

位置 |x|が電荷間の距離 aに比べて非常に大きい時にどのようになるかを考える．
まずは，a{x ! 1として，a{x “ 0の回りでの展開すると，

px ˘ pa{2qq2 “ x2
`

1 ˘ a{x ` O
`

pa{2xq2
˘˘

» x2 ˘ ax

であるから，クーロン電位のそれぞれの項は，

ppx˘a{2q2`y2`z2q´1{2 » px2`y2`z2˘axq´1{2 »
1

px2 ` y2 ` z2q1{2
¯

ax{2

px2 ` y2 ` z2q3{2

2点電荷のクーロン電場は 1
r2 に比例し，一様に分布した直線電荷の作る電場は 1

r1 に，一様に分布した
平面電荷の作る電場は 1

r0 に比例していた．そして，今回は，2つの同じ電荷量の点電荷の作る電場は 1
r3

になることがわかった．
3電位についてはもう少し後で詳しく議論する．
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となり，式 (3)は，

φpxq »
q

4πε0

ax

px2 ` y2 ` z2q3{2

Ó ここで， p “ paq, 0, 0q,R “ px, y, zqを使えば，

“
1

4πε0

p ¨ R

|R|3
(4)

となる．これは電気双極子と呼ばれている系であり，pを電気双極子モーメントと
呼ぶ．電位 φと電場Eの関係は，E “ ´∇φであるから，電位から電場を求めて
みる．|p| “ p “ aqとして，

Ex “ ´
B

Bx
φ “ ´

p

4πε0

ˆ

1

|R|3
´

3x2

|R|5

˙

.

Ey “ ´
B

By
φ “

p

4πε0

3yx

|R|5
,

Ez “ ´
B

Bz
φ “

p

4πε0

3xz

|R|5
,

となる．ところで，こんな双極子とは何なのよ．というのは，自然な疑問である．
正負の電荷が対で置かれている状況は，導体でない物質に電場をかけたときのミ
クロな世界で起きていることのモデル化になっている．つまり，導体ならば，自
由電子が電場を中和するように再配列できるが，誘電体では電子は物質中を自由
に動きまわれず，ミクロな単位 (原子)内で電場の方向に移動すると考えるわけだ．
誘電体では，この電気双極子が沢山つまっている状況を一つのモデルとして考え
ることができる．また，水分子などの分子構造が対称でない分子も双極子モーメ
ントをもっている．

• 問い：一様な電場の中に置かれた双極子モーメントはどっちの方向を向だろ
うか?

• 問い：双極子モーメントの近くにある別の双極子モーメントはどっちの方向
を向だろうか?

これが，電荷を持たず，電気の流れない紙が下敷に引きつけられる理由に近付け
るでしょう (か?)．

1.1–9 [球対称な電荷の作る電場]:

この問題の趣旨は，クーロンの法則と重ね合わせの原理から求まる電場の例を計
算してみようということである．もちろん，ガウスの法則を用いてもよい．一度
積分をしてみると，ガウスの法則に対する感動が５割増し (私的比較)になる．同
じ問題を異なる方法で解いてみることは大切なことである．立体角を用いて求め
ることはできるが，ここではクーロンの法則から積分する方法を示しておく．
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1. まずはそのような状況を作ってみようということだが，これは導体球4を用意
すれば簡単にできる．ここではピンポン球にアルミをまいてみる．周囲と絶縁し
たピンポン球に，こすった下敷をくっつけることで，電荷を渡せばよい．ひとた
び電荷が帯びると，導体中の電荷は球面に平行な電場が生じないように，電荷の
再配置を行う．今は対称性の高い球状なので，電荷は球面上に一様に分布する．

なぜ下敷の電荷がピンポン球の方に移動するかは後からまた考えてみることにし
よう．

2．3．半径 aの球面上に一様な面電荷密度
σで分布している球殻の作る電場を考える．
観測位置を z 軸にとっても一般性を失わな
い．z軸に垂直な面と球殻が交わっている円
環は観測点との距離が一定の円になってい
る．右図のように z軸となす角 θの円環上に
ある総電荷は，

円環上の総電荷 “ 面密度σ ˆ面積

“ σp2πa sin θqpadθq

となる．微小な円環が観測点に作る電場を
考える．観測点から円環を見ると，ある円
環上の部分に z 軸に対称な部分が必ず存在
することから，z軸方向以外は対称からキャ
ンセルされてゼロになるので，z軸方向だけ
を考えればよい．

観測位置

�

a

r R

図 1: 一様に帯電した半径 aの球殻

z軸との角度が θとなる微小円環の作る電場の z軸成分を dErpθqは，

dErpθq “
1

4πε0

2πa2σ sin θdθ

R2

r ´ a cos θ

R

となる．ここで，Rは円環と観測点との距離で，

R2 “ pr ´ a cos θq2 ` a2 sin2 θ “ r2 ´ 2a cos θr ` a2

そこで全ての円環について積分，すなわち θを 0から πまで重ね合わせればよい．

Erprq “

ż π

0

dErpθq “
2πσa2

4πε0

ż π

0

dθ sin θ
r ´ a cos θ

pr2 ´ 2a cos θr ` a2q3{2
(5)

4後で説明するが，ここではおおらかに電気が流れる物体としておこう．
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Ó p変数変換 : 2RdR “ 2ar sin θdθq

Ó

ˆ

a cos θ “
1

2r

`

r2 ` a2 ´ R2
˘

˙

“
σa2

2ε0

ż r`a

|r´a|

RdR

ar

r ´ 1
2r

pr2 ` a2 ´ R2q

R3
“

σa

2ε0

ż r`a

|r´a|

dR
1

R2

ˆ

1 ´
r2 ` a2 ´ R2

2r2

˙

Ó

ˆ

1

R2

ˆ

1 ´
r2 ` a2 ´ R2

2r2

˙

“
r2 ´ a2 ` R2

2r2R2
“

1

2r2

ˆ

1 `
r2 ´ a2

R2

˙˙

“
σa

4ε0r2

ż r`a

|r´a|

dR

ˆ

1 `
r2 ´ a2

R2

˙

“
σa

4ε0r2

ˆ

R ´
r2 ´ a2

R

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r`a

|r´a|

“
σa

4ε0r2

„

r ` a ´
r2 ´ a2

r ` a
´ |r ´ a| `

r2 ´ a2

|r ´ a|



下線部 “

#

2a ´ pa ´ rq ´ pr ` aq “ 0 for r ą a

2a ´ pr ´ aq ` pr ` aq “ 4a for r ă a

“
σa2

εr2
θpr ´ aq (6)

ここで，θpxqはステップ関数で x ą 0の時に 1，x ă 0の時に 0をとる．

� / � 0

a

E
r(r

)

r

図 2: 電場の動径成分を原点からの距
離の関数としてグラフにする

• 球内はどこでも電場が 0になっている．

• 球の外では，球殻上の総電荷量 4πa2σが原
点に集まっている場合と同じ．

この結果はガウスの法則から，求めること
もできる．任意の閉曲面として，原点を中心
とする球を考えて，ガウスの法則から，電場
は 動径成分Erしか無く，角度に依存しない と
すれば，

ż

球面
dSEr “ 4πr2Er

球内の電荷
ε

“ 0

から，すぐにEr “ 0が求まる．

しかし，下線部の仮定は実際に示せるだろうか？不思議な感じがして，ちょっと自
明ではないと思うが，立体角の考え方からみればとても自然な感じがする．

おまけ 立体角を用いて，球殻内部に電場がないことを再考する．球殻内部の任意
の位置ベクトル xでの電場は，クーロンの法則より，

Epxq “
σ

4πε0

ż

dS 1 x ´ x1

|x ´ x1|3
“

σ

4πε0

ż

dΩ
1

cos ψ

x ´ x1

|x ´ x1|
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となる5．

x’

x

�

�

ここで立体角の式，dΩ “
cos ψ

|x ´ x1|2
dS 1を用

いて，球殻の表面の積分を立体角の積分に変
換した．ここでψはx1での面の法線ベクトル
とx´x1のなす角である．この積分は，立体
角に関して 1

cos ψ
x´x1

|x´x1|
を積分するが，x´x1

|x´x1|

は単位ベクトルであり大きさは1であること
に注意すると，観測点からみて全ての方向に
関して 1

cos ψ
を積分すればよいことがわかる．

さらに，ある方向 x ´ x1に対して，観測点
xからみてちょうど反対の方向 ´x ` x1が
必ず存在する．球の性質より，cos ψpxq “

cos ψpx1qであることがわかるので，積分は
いつでもゼロであることがわかる．ここで
の議論は，ベクトルの各成分がゼロである
ことを示している．

1.1–10 [一様平面電荷の作る電場]: この問題もクーロンの法則を積分することで電場を求
めることはできるが，ここでは立体角の考え方を使うことで，その概念を良く理
解することにする．立体角とは単位球上での見込む角度のことである．この考え
方はたびたび便利なことがある．

まず，対称性から電場の平面に水平成分はキャンセルするので、垂直成分Ezのみ
を考える。
観測点から距離 rにある平面上の面積要素
dSが作る電場 dEzは、

dEz “
1

4πε0

σ cos φ

r2
dS (7)

ここで、σは電荷の面密度で、φは観測点から
の面積要素の位置ベクトルrと平面となす角
度である。面積要素 dSからの寄与を観測点
から見たときに、平面全体の積分を単位球上
の積分に置き換えてみる (右の図のように)。

dS

観測点

�
d

5ガウスの法則の証明と状況が逆転している．ここでは位置 x1 の電荷が作る電場を位置 xで観測して
いる．
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電荷が一様分布
している平面

�

dS

�
cos

�
dS

r

d�
単位球

面積要素が観測点に対して張る立体角dΩは、
観測点を中心とする単位球上の面積要素 dS

を見込む表面積である。また、面積要素 dS

を通る観測点を中心とする球上への dSの射
影 dS 1は、dS 1 “ cos φdSと表される。面積
要素 dSと立体角の関係は、

1 : r2 “ dΩ : cos φdS

であることから、

dS “
r2

cos φ
dΩ (8)

となる。
平面全体の寄与は、

Ez “
σ

4πε0

ż

平面全体

cos φ

r2
dS “

σ

4πε0

ż

単位半球
dΩ “

σ

4πε0

2π12 “
σ

2ε
(9)

となる．

1.1–11 [一様に帯電した直線電荷の作る電場]:

右図のように，長さ lの直線上に一様な線密
度 λで分布している電荷の作る電場を求め
る．ここでは，円柱座標系を用いるとよい．
線要素 dzの持つ電荷 λdzが位置 (ρ, φ, z)に
作るクーロン場を´l{2から l{2まで重ね合
わせればよい．電場の動径方向，角度方向，
鉛直方向の成分をそれぞれ Eρ, Eφ, Ez とす
る．クーロン場の性質より，Eφ “ 0となる
ことがわかるので，残りの 2 つをそれぞれ
求めることにする．

dz

Z

l/2

-l/2

動径成分：Eρ

Eρ “
1

4πε0

ż l{2

´l{2

dz1 λpρ ´ 0q

pρ2 ` pz ´ z1q2q3{2

Ó pz ´ z1 “ ξ と置く．q

“
λρ

4πε0

ż z`l{2

z´l{2

dξ
1

pρ2 ` ξ2q3{2
“

λρ

4πε0

ξ

ρ2pρ2 ` ξ2q1{2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z`l{2

z´l{2
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“
λ

4πε0

1

ρ

«

z ` l{2
a

ρ2 ` pz ` l{2q2
´

z ´ l{2
a

ρ2 ` pz ´ l{2q2

ff

(10)

この積分はチェックしておこう．

鉛直成分：Ez

Ez “
1

4πε0

ż l{2

´l{2

dz1λ
z ´ z1

pρ2 ` pz ´ z1q2q3{2

“
λ

4πε0

ż z`l{2

z´l{2

dξ
ξ

pρ2 ` ξ2q3{2
“

λ

4πε0

ˆ

´
1

pρ2 ` ξ2q1{2

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z`l{2

z´l{2

“
λ

4πε0

«

´
1

a

ρ2 ` pz ` l{2q2
`

1
a

ρ2 ` pz ´ l{2q2

ff

(11)

(a) lが小さい極限 (l Ñ 0)の時に，電荷分布は点電荷のようにみえるはずである．
そうなることを確かめよう．もっとも，式 (10)，(11)中の lを 0と置いては
どちらも 0になってしまう．そこで，全電荷量 lλ “ Qを一定にして，l Ñ 0

の極限をとってみる．まずは，Ezについて考えるが，lが十分小さいときに
テーラー展開を使って，

ρ2 ` pz ˘ l{2q2 “ ρ2 ` z2

ˆ

1 ˘
l

2z

˙

» ρ2 ` z2

ˆ

1 ˘
l

z

˙

“ ρ2 ` z2 ˘ lz

であることから，

`

ρ2 ` pz ˘ l{2q2
˘´1{2

»
`

ρ2 ` z2 ˘ lz
˘´1{2

» pρ2 ` z2q´1{2

ˆ

1 ¯
lz

2pρ2 ` z2q

˙

である．これを用いて，l Ñ 0で残る部分は

Ez “
Q

4πε0

1

l

«

1
a

ρ2 ` pz ´ l{2q2
´

1
a

ρ2 ` pz ` l{2q2

ff

»
Q

4πε0

1

l

„

lz

pρ2 ` z2q3{2



“
Q

4πε0

„

z

pρ2 ` z2q3{2



となる．ρは z軸からの距離であり，ρ2 “ x2 ` y2であることに注意すると，
上の式はクーロンの法則に他ならないことがわかる．横成分である Eρにつ
いても同様に示すことができる．

(b) 線が無限に長い場合は，式 (10),(11)より，l Ñ 8として

Ez “ 0 (12)

Eρ “
λ

2πε0ρ
(13)

が示される．
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1.1–12 [クーロン場の発散と回転]: クーロン電場の場合の性質をチェックする過程で，ベ
クトル演算の練習をしようというのが，この問題の趣旨．式どおりできれば，示
すことができる．

発散

∇ ¨ Eprq “
B

Bx
Ex `

B

By
Ey `

B

Bz
Ez

Ó
B

Bx
Ex “

q

4πε0

B

Bx

x

px2 ` y2 ` z2q3{2
pð r2 “ x2 ` y2 ` z2q

Ó “
q

4πε0

1

px2 ` y2 ` z2q3{2
`

xp´3{2q2x

px2 ` y2 ` z2q5{2
“

q

4πε0

r2 ´ 3x2

r5

“
q

4πε0

ˆ

r2 ´ 3x2

r5
`

r2 ´ 3y2

r5
`

r2 ´ 3z2

r5

˙

“
q

4πε0

3r2 ´ 3px2 ` y2 ` z2q

r5
“ 0

原点 r “ 0以外ではゼロになっていることが示された6．

回転: x成分について書き下してみる．

p∇ ˆ Eqx “
B

By
Ez ´

B

Bz
Ey “

q

4πε0

ˆ

B

By

z

px2 ` y2 ` z2q3{2
´

B

Bz

y

px2 ` y2 ` z2q3{2

˙

“
q

4πε0

ˆ

´3yz

r5
´

´3yz

r5

˙

“ 0

y, z成分も同様である．ここでも，原点では発散しているが，それ以外ではゼロ
になっていることが示された．この物理的な意味は後で議論する．

1.1–13 [ベクトルの性質]:これは電場に限定されずに一般的なベクトルの性質であるが，各
成分をあからさまに代入して計算すれば示すことが出来る．

∇ ¨ p∇ ˆ Aq “

ˆ

B

Bx
,

B

By
,

B

Bz

˙

¨

ˆ

BAz

By
´

BAy

Bz
,

BAx

Bz
´

BAz

Bx
,

BAy

Bx
´

BAx

By

˙

“
B2Az

BxBy
´

B2Ay

BxBz
`

B2Ax

ByBz
´

B2Az

ByBx
`

B2Ay

BzBx
´

B2Ax

BzBy
“ 0

ほとんどベクトル積の定義が分かれば出来るはず．この関係式は後の問題でも使
われる．

6ガウスの法則との関係はどうなっているのだろうか?
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1.2 電場とガウスの法則

1.2–1 [ガウスの法則の例題]:1.1-9, 1.1-10, 1.1-11をガウスの法則を使って電場を求め
てみる．

球殻電荷のつくる電場

電荷が球対称なので，電場も球対称である．つまり，電場の大きさは中心からの距
離にのみ依存し，方向は動径方向である．その大きさをErとする．ガウスの閉曲
面を半径 rの同心球とする．その球面上で電場の大きさは一定で，Erであり，そ
の方向は球面に垂直である．つまり，このガウスの閉曲面で選んだ球面の法線ベ
クトルと平行である．rと電荷球の半径 aの大小関係でガウスの法則の右辺が変わ
ることに注意して，ガウスの法則を使うと，

ż

球面
dSn ¨ E “ Er

ż

dS “ Er4πr2 “

ż

球
dV

ρ

ε0

“

$

&

%

4πa2σ

ε0

for r ą a

0 for r ă a

であるから，求める電場Erは Er “
σa2

ε0r2
θpr ´ aqである. これは， 1.1-9の式 (6)

と一致している．

平面電荷のつくる電場

これはレポート問題なのでヒントをあげておくことにする．

(a) 電場の方向はどっち向き?

(b) 電場の大きさは何に依存する?

(c) ガウスの閉曲面は電場の方向と平行か垂直になるように選ぶのがよい．

直線電荷のつくる電場

簡単のために，電荷は λを線密度とする無限に長い直線電荷とする．直線電荷を
z軸にとると，z軸を中心に回転対称性がある．つまり，どこに x軸, y軸をとって
も同じようにみえる．さらに，z軸のどの値の平面もやはり同じに見える．このこ
とから，電場の大きさErは z軸から距離だけの関数で，その方向は動径方向であ
ることがわかる．

ガウスの法則で使う閉曲面は z軸を中心とした半径 rの円柱をとることにする．z

軸方向の高さは lとする．円柱の上下の蓋の部分の法線ベクトルは z軸に平行で
あるが，電場はそれと垂直な動径方向であるので (n上下の蓋 ¨ E “ 0)，ガウスの法
則への寄与はない．一方で，側面ではいつでも面の法線ベクトルとは平行である
(n側面 ¨ E “ Er)． これらに注意して，ガウスの法則を使うと，

ż

円柱の面
dSn ¨ E “

ż

側面
ErdS “ Er2πrl “

ż

円柱内
dV

ρ

ε0

“
λl

ε0
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図 3: ガウスの法則で使う閉曲面の例

であるから，求める電場 Er は Er “
λa2

2πε0r
である. もちろんこれは 1.1-11の式

(13)と一致している．

1.2–2 [平板電荷の電場について]:レポート問題なので，解答例は後ほど．

1.2–3 [二枚の平板電荷]: レポート問題なので，解答例は後ほど．

1.2–4 [一様に帯電している円柱の作る電場]: この問題ではガウスの法則の使い方に対す
る注意を与えるのが主な趣旨である．(1)どんな閉曲面を選んだのか，(2)それぞ
れの面での積分の寄与はどうなっているか，を注意して考えたい．

(a)簡単のために円柱は無限に延びていることにする．円柱の対称性のために，電
場の動径方向7以外の成分は全てキャンセルしている．電場の動径成分は中心軸か
らの距離だけの関数になっているので、それをErpxqとする．円柱に平行な半径
r，高さ lの筒を閉曲面として選ぶと，その側面での Erは全て同じ値を持ってい
る．また，筒の上面と下面に垂直な電場は存在していないので，そこからの寄与
はない．ここでガウスの法則より，

ż

dSn ¨ E “ 2πrlEr “

ż

dV
ρ

ε0

“

$

’

&

’

%

lπr2ρ

ε0

for r ď a

lπa2ρ

ε0

for r ě a

となり，まとめると，

Er “

$

’

&

’

%

rρ

2ε0

for r ď a,

a2ρ

2rε0

for r ě a
(14)

7中心から放射状に向く方向
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円柱の外から見た答えは，全ての電荷を中心線上に集中し，線密度 λ “ πa2ρの作
る電場

Er “
λ

2πε0

1

r

と同じと見ることも出来る．

(b) 空洞を作るということは反対電荷の円柱を埋め込むと考えることができる．そ
こで，反対符号の電荷密度を持った半径 bを円柱を前問の円柱に埋め込む状況を
考える．前問の答えから，一様な電荷密度´ρをもった円柱の作る電場E1

rは，

E 1
r “

$

’

&

’

%

´
rρ

2ε0

for r ď b

´
b2ρ

2rε0

for r ě b
(15)

となる．

重ね合わせの原理より，式 (14)，(15)を足せば
よく，

Etot
r “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

0 for r ď b

´
b2ρ

2rε0

`
rρ

2ε0

for b ď r ď a

´
b2ρ

2rε0

`
a2ρ

2rε0

“
ρ

2rε0

pa2 ´ b2q for r ě a

(16)

が得られる．重ね合わせの原理は，存在する電
荷にだけでなく，このようなに架空の電荷につ
いても成り立っているが，電場の大きさについ
てではなく，ベクトルの重ね合わせであること
に注意が必要である．

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

b a

E
r(r

)

r

(a)

(b)

図 4: 電場の動径成分Erの r依存
性．縦軸の単位は，aρ{p2ε0q．(a)
と (b)の結果をそれぞれ示してあ
る．

もちろん，最初からガウスの法則を用いることで，(a)と同様に得られるが，このよう
に重ね合わせの原理を使うと次の問題が考えやすい．

(c). ここでは円柱が同心円柱でなくなった場合に，くりぬいた部分がどのように
なるかを考察してみる．以下では典型的な (誤)解答例を示す．

「円柱の外から見ると，その内部にある総電荷量は (b)と同じなので，電場も (b)

と同じである．」
ガウスの法則の右辺は穴がずれていても，外から見ている限りはいつでも同
じである．しかしながら，この解答は左辺について誤解している．左辺は，
ş

dSn ¨ Eであるが，もはや対称性がないので，例えば筒型の閉曲面を選んだ
ときに，その面の法線ベクトルnと電場Eは平行ではなく，また筒の場所に
も依存するので，この積分を評価することは難しい．
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「くりぬいた部分の中に閉曲面を考えると，その中には電荷は無いので，電場がゼ
ロであることがわかる． 」
ここではガウスの法則の右辺は正しく評価されていて，ゼロであるが，左辺
は電場の沸き出し総量なので，それがゼロであることしかわからない．出入
りがゼロであるだけであって，出て行く量あるいは入ってくる量がゼロであ
ることはわかならい．

「対称性がずれてしまったので，ガウスの法則は使えない．」
これはある意味で正しい．ただ，重ね合わせの原理を使うことを考えると，
円柱とくりぬくべき円柱のそれぞれは綺麗な対称性を持っている．それぞれ
の作る電場をガウスの法則で求めておいて，重ね合わせることはできる．

d 図 5: 円柱を上から見た図．同
心円になっている場合 (左) と
ベクトルdだけずれている場合
(右)

さて，重ね合わせの原理を用いて，具体的に電場を求めてみることにする．原点
を半径 aの円柱の中心にとり，(a)の結果をベクトルで表せば，

Eapxq “

$

’

’

&

’

’

%

|x|ρ

2ε0

x

|x|
“

ρ

2ε0

x for |x| ď a

a2ρ

2|x|ε0

x

|x|
“

a2ρ

2ε0

x

|x|2
for |x| ě a

(17)

である．くりぬいた円柱の中心のずれベクトルを dとすると，同様に式 (15)は，

Ebpxq “

#

´ ρ
2ε0

px ´ dq for |x ´ d| ď b

´ b2ρ
2ε0

x´d
|x´d|2

for |x ´ d| ě b
(18)

となる．これらを重ね合わせればよい．

Etotpxq “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

ρ

2ε0

x ´
ρ

2ε0

px ´ dq “
ρ

2ε0

d for 円柱の内部でかつ空洞の中

ρ

2ε0

x ´
b2ρ

2ε0

x ´ d

|x ´ d|2
for 円柱の内部でかつ空洞の外

a2ρ

2ε0

x

|x|2
´

b2ρ

2ε0

x ´ d

|x ´ d|2
for 円柱の外部でかつ空洞の外．

(19)

もはや，空洞の内部で電場がゼロとはなり得ないことはわかったであろう．しか
しながら少し驚いたのは，空洞内の電場がずれベクトル dに比例して，しかも一

16



定であることである．空洞内で一定なベクトルであれば，空洞内に筒状の閉曲面
を考えると，その面についてのわきだし量はゼロになることは確かに示すことは
できる．

1.2–5 [ガウスの法則だけから電場のルールが全て決まらないこと]:

この問題は，ガウスの法則とクーロンの法則が完全に一致しているわけではない
ことを議論している．まずは，数学の問題から示そう．ガウスの法則を満たす電
場Eに適当なベクトル場Aの回転∇ ˆ Aを加えたベクトル場E’の発散は，

∇ ¨ E1 “ ∇ ¨ pE ` ∇ ˆ Aq “
ρpxq

ε0

` ∇ ¨ p∇ ˆ Aq

となる．ここで最後の式の第二項は問題 2よりゼロになることがわかっているか
ら，このベクトル場E’もガウスの法則を満たしていることがわかる．すなわち，
ガウスの法則を満たすベクトル場を一つ見つけてくると，それに好きなベクトル
場の回転を加えることで，いくらでもガウスの法則を満たす場を作ることができ
ることになり，一意的に決定することはできない．偽物の電場ベクトルをいくら
でもつくることができてしまうことになる．このことから，ガウスの法則がクー
ロンの法則の全ての性質をもっているわけでないことがわかる．これはどういう
ことなのか．

少し考えてみると，クーロンの法則は重ね合わせの原理と合わせることで，電荷
がある場合に電場を与えてくれる法則である．電場はベクトルであるから，3つの
成分を持っている．一方で，ガウスの法則はスカラーの恒等式になっている．結
局は，3つの未知の変数に対して，1つの方程式 (ガウスの法則)しかわかっていな
いために，全ては決定できないということになっているわけである．

ここで，すぐに幾つかの素朴な疑問が浮かぶであろう．例えば，すぐ後に見るよ
うに，ガウスの法則を用いて電場を求めることができる例がある．あるいは，講
義で示した例題でも，ガウスの法則だけから，電場を計算してみせた．これはな
ぜだろうか．

では，残された条件はどこかと言えば，クーロンの法則で決まる電場にその性質
が残されているわけだが，その条件式は∇ˆ E “ 0 である．この関係式は実際に
1.1-12の式から確かめることが出来る．この続きは次の問題で考えることにする．

1.2–6 [ガウスの法則と渦無しの法則から．．．]:

講義では大急ぎでしゃべったところだが，練習問題の解答例としてまとめておく．
問題は，

∇ ¨ E “ ρ{ε0 (20)

∇ ˆ E “ 0 (21)
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これらからクーロンの法則が出てくるか，あるいは，E “ pEx, Ey, Ezq が決まる
か，というのが問いである．少し難しい問題なので，以下では簡便版の答えを示
すことにする．まず，知りたい変数が 3つで，決めるべき条件式が 4つあるよう
にみえる．そうだとすれば，条件が多すぎるような気がするが，2つの式を合わせ
ると∇ ¨ p∇ ˆ Eq “ 0はどのようなEに対しても成り立つために，実は 4つの条
件は独立ではなく，この恒等式の分だけ条件は一つ減っていることになる．結果
として，ちょうど 3つの自由度が残っている．

さて，式 (21)から，ポテンシャル φを定義できることは講義で示した．

Epxq “ ´∇φpxq (22)

そして，このポテンシャルを式 (21)に代入することで，ポテンシャルの満たすべ
き方程式 (ラプラス方程式)が

∇ ¨ p´∇φpxqq “ ´∇2φpxq “
ρpxq

ε0

(23)

出てくる．この方程式の特解が，クーロン電位になると話して，それを確かめる
ことを宿題にしておいた8．ここではそれを具体的に示してみる．電荷が連続に分
布している場合のクーロン電位は，

φpxq “
1

4πε0

ż

d3x1 ρpx1q

|x ´ x1|
(24)

である．これが式 (23)の解になっていることを確かめる．

´∇2φpxq “ ´∇2 1

4πε0

ż

d3x1 ρpx1q

|x ´ x1|
“ ´

1

4πε0

ż

d3x1ρpx1q∇2 1

|x ´ x1|

Ó

ˆ

ここで，∇2 1

|x ´ x1|
“ ´∇ ¨

px ´ x1q

|x ´ x1|3
“ ∇1 ¨

px ´ x1q

|x ´ x1|3

˙

Ó pここで，∇1はx1での偏微分．q

“ ´
1

4πε0

ż

d3x1ρpx1q∇1 ¨
px ´ x1q

|x ´ x1|3

Ó また，下線部は練習問題 1.1-12で示したように，x1 ‰ xでは 0である．

Ó 積分に寄予があるのは，x1 “ x だけなので，そのx近傍の半径 aの積分を考える．

“ ´
1

4πε0

ρpxq

ż

x’近傍の微小球
d3x1∇1 ¨

px ´ x1q

|x ´ x1|3

Ó ガウスの定理と立体角の計算をすると，

“ ´
1

4πε0

ρpxq

ż

x’近傍の微小球面
dS 1n ¨

px ´ x1q

|x ´ x1|3

“ ´
1

4πε0

ρpxqp´4πa2q
a

a3
“

ρpxq

ε0

(25)

8これを解くには技術がいるが，確かめることは比較的容易である．
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このポテンシャルから電場を求めると，クーロンの法則になる．後は，これが無
限遠で 0になる条件を加えて，唯一の解であることを示せばよいですね．それは
みなさんやってみましょう．

1.2–7 [ベクトル場の演算]:ベクトル場の微分の練習問題です．

(1)ベクトル場Aの発散 (divA)

∇ ¨ A “ 6xy ´ 2xz ` 3xz2.

(2)ベクトル場Aの回転 (rotA)

p∇ ˆ Aqx “
BAz

By
´

BAy

Bz
“ 0 ` 2xy

p∇ ˆ Aqy “
BAx

Bz
´

BAz

Bx
“ 0 ´ z3

p∇ ˆ Aqz “
BAy

Bx
´

BAx

By
“ ´2yz ´ 2 ¨ 3x2

これらをまとめると，∇ ˆ A “ p2xy, ´z3, ´2yz ´ 6x2q．

(3)ベクトル場Aの発散の勾配: grad(divA)

∇ p∇ ¨ Aq “ ∇
`

6xy ´ 2xz ` 3xz2
˘

“
`

6y ´ 2z ` 3z2, 6x, ´2x ` 6xz
˘

.

1.2–8 [ガウスの定理の練習]:

数学の定理であるガウスの定理
ż

dV ∇ ¨ A “

ż

dSn ¨ A

を実感するための練習問題である．本来は両辺のうちの計算しやすいのが実際的
な使い方であるが，ここでは両辺それぞれを計算して，等式が成り立つことを確
かめてみる．

まずは左辺から計算する．∇ ¨ A “ x ` y ` zであるから，
ż

dV ∇ ¨ A “

ż 1

0

dx

ż 1

0

dy

ż 1

0

dzpx ` y ` zq “ 3

ż 1

0

dx

ż 1

0

dy

ż 1

0

dzx “
3

2

となる．ここで，2式から 3式への移行はx, y, zの入れ換え対称性から，px`y `zq

のどの項も同じ値をとることを使った．

一方，右辺は，全部で 6つの面での積分がある．それぞれに分けて計算する．
ż

dSn ¨ A “

ż

x“1 の面
dydzp1, 0, 0q ¨ A `

ż

x“0 の面
dydzp´1, 0, 0q ¨ A
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`

ż

y“1 の面
dxdzp0, 1, 0q ¨ A `

ż

y“0 の面
dxdzp0, ´1, 0q ¨ A

`

ż

z“1 の面
dxdyp0, 0, 1q ¨ A `

ż

z“0 の面
dxdyp0, 0, ´1q ¨ A

“

ż

x“1 の面
dydzxy `

ż

x“0 の面
dydzp´xyq `

ż

y“1 の面
dxdzyz

`

ż

y“0 の面
dxdzp´yzq `

ż

z“1 の面
dxdyzx `

ż

z“0 の面
dxdyp´zxq

“ 3

ż

x“1 の面
dydzxy “ 3

ż 1

0

dy

ż 1

0

dzy “
3

2
．

最後の行では対称性と x “ 1の面であることから x “ 1を代入した．確かに右辺
“左辺であることが確かめられた．

1.2–9 [ストークスの定理]:

このストークスの定理はガウスの定理と並んで，ベクトル場を解析する上でよく
使われる定理である．ベクトル場Aの回転 (rot)について一般に成り立つストーク
ス定理は，

ż

S

n ¨ p∇ ˆ Aq dS “

ż

C

dx ¨ A (26)

である．

• 右辺は，ある閉曲線Cについてのベクトル場の線積分である．

• 左辺の被積分関数には，微分演算子ナブラ∇ とベクトル場Aとのベクトル積
であり，これはベクトル場の回転 (rotation)と呼ばれている．その積分は閉
曲線Cで囲まれた閉じた曲面での面積分であり，被積分関数はベクトル場の
回転と面上での法線ベクトルとの内積である．

簡易版の証明を示す．ガウスの定理の証明
でも行ったように，左辺から右辺が出て来
る様子を見ることにする．まず，簡単のた
めに xy平面に平行な微小な面を考える．面
積要素を dS “ ∆x∆yとすると，法線ベクト
ルnは zに平行になるので，積分の寄与は，

nzp∇ ˆ AqzdS “ nz

ˆ

BAy

Bx
´

BAx

By

˙

∆x∆y

となるが，これは偏微分の定義，

x

y

z

(x,y,z)

(x+dx,y,z)

(x+dx,y+dy,z)

(x,y+dy,z)Ax(x,y,z)dx

Ay(x+dx,y,z)dy
-Ax(x,y+dy,z)dx

-A(x,y,z)dy

B

Bx
Ay “

Aypx ` ∆x, y, zq ´ Aypx, y, zq

∆x
,

B

By
Ax “

Axpx, y ` ∆y, zq ´ Axpx, y, zq

∆y
,
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を使えば，左辺は，

n¨p∇ ˆ Aq dS “ Aypx`∆x, y, zq∆y´Aypx, y, zq∆y´Axpx, y`∆y, zq∆x`Axpx, y, zq∆x

となる．これは，図に書いてみるとわかるように，点 px, y, zqから出発して，反時
計回りに面積要素 dSの周囲を循環 (回転)する線積分に他ならない．すなわち，

ż

閉曲面で囲まれた微小面積
n ¨ p∇ ˆ AqdS “

¿

微小閉曲面

dx ¨ A (27)

となり，微小面積 dSの場合はストークスの定理が成り立っていることが示せた．

次にこの閉曲面が 2つ並んでいる場合を考
える．全体を一つの閉曲面 Sと考えること
は，2つの閉曲線で囲まれた面S1, S2を別々
に考えることは同じことになる．右辺の線
積分領域の違いは，2つに分けて考えた場合
は境界に余計に入る２本の線 (についての積
分)だが，ここでの線積分の方向は逆方向で
あるので，その線での寄与はいつでもキャン
セルされている．このことから，

x
y

z

ż

全平面 S

n ¨ p∇ ˆ AqdS “

ż

部分面 S1

n ¨ p∇ ˆ AqdS `

ż

部分面 S2

n ¨ p∇ ˆ AqdS

“

¨

˚

˝

¿

微小閉曲面 C1

`

¿

微小閉曲面 C2

˛

‹

‚

dx ¨ A

“

¿

Sを囲む閉曲面 C

dx ¨ A (28)

となり，2つの閉曲面の場合にも成り立つことが示せた．このまま広い閉曲面の場
合にも細かく分割することで同様に示せる．

21



さて，平坦な平面については証明できたと
すると，次に一般の面についての場合が気
になる．今、対象となるウネウネ平面を平
坦な面で囲んでしまった閉曲面 Sを考える
(右図)。そこで、ベクトル場∇ ˆ Aに対す
るガウスの定理 (発散定理)は、

ż

∇ ¨ p∇ ˆ Aq dV “

ż

n ¨ p∇ ˆ Aq dS (29)

ところで、左辺はベクトル場の性質よりゼ
ロになる p∇ ¨ p∇ ˆ Aq “ 0q。

上のウネウネ面についての Stokes

の定理を示したい。こんな図でイ
メージつかめるだろうか?

一方で、右辺は、
ż

n ¨ p∇ ˆ Aq dS “

ˆ
ż

ウネウネ
`

ż

平坦

˙

n ¨ p∇ ˆ Aq dS “ 0 (30)

となるので、次のようになる。
ż

ウネウネ
n ¨ p∇ ˆ Aq dS “ ´

ż

平坦
n ¨ p∇ ˆ Aq dS (31)

右辺には、(すでに示した)Stokesの定理を使って、それぞれウネウネ面を囲んで
いる平坦面の回りの線積分の和に置き換えられる。

ż

ウネウネ
n ¨ p∇ ˆ Aq dS “ ´

ˆ
ż

´C1

`

ż

´C2

` ¨ ¨ ¨

˙

A ¨ dx

“

ż

ウネウネ周回
A ¨ dx (32)

というわけで、ウネウネしていてもよいことがわかる。

1.2–10 [ストークスの定理の練習]:

これはストークスの定理の実感練習問題である．

P Q

R ∇ˆA “ p2y, 2z, 2xqであり，面PQRはx`y`z “ 1

で表されるので，面の法線ベクトルは n “ 1?
3
p1, 1, 1q

である．ここから左辺の被積分関数は，n ¨p∇ˆAq “
2?
3
px ` y ` zqであることがわかる．この面積分の実

行は z “ 0すなわち xy平面へ写像とるのが簡単で
ある．

面 PQRの z “ 0平面への写像は，領域: (0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1 ´ x)の三角形であ
る．面PQR上の面積要素 dSと xy平面の面積要素 dxdyとは，それらの面のなす

角 θを用いて，cos θ “
dxdy

dS
であるが，この cos θは，n ¨ p0, 0, 1q “ 1?

3
であるこ
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とから，
dxdy

dS
“

1
?

3
, ùñ dS “

?
3dxdy

である．面 PQRでは z “ 1 ´ x ´ yであることに注意して，左辺の積分は
ż

面 PQR

dSn ¨ p∇ ˆ Aq “

ż

面 PQR

dS
2

?
3

px ` y ` zq

“

ż

xy 面への写像面

?
3dxdy

2
?

3
px ` y ` 1 ´ x ´ yq

“

ż 1

0

dx

ż 1´x

0

dxdy2 “

ż 1

0

2p1 ´ xq “ 1.

となる．

一方で，右辺は 3つの線積分からなる．まず，線分PQから考える．線分 PQは，
z “ 0と x “ 1 ´ yp0 ď x ď 1qの面の交線であるから，dz “ 0, dx “ ´dyである．

ż

PQ

dx ¨ A “

ż

PQ

pz2dx ` x2dyq “

ż 1

0

dyp1 ´ yq2 “
1

3
.

同様に，線分QRと線分RPもそれぞれ1{3になるので，あわせると
ş

PQ`QR`RP
dx¨

A “ 1である．

1.2–11 [保存力]:

力学で出てきた保存力を，ベクトル解析の知識を使って考えてみる．力F は，そ
の仕事が経路に依存しないときに保存力と呼ばれる．それと同値関係にあること
は∇ ˆ F “ 0であることは，ストークスの定理から導かれる．ここでは力が保存
力であることは，仕事ではなくて rotを調べることから導くことにする．具体的に
与えられた力の性質から，それぞれの成分を見てみることにする．まずは，x成
分 (p∇ ˆ F qxと表す)である．

p∇ ˆ F qx “
BFz

By
´

BFy

Bz
“

Bpfprqzq

By
´

Bpfprqyq

Bz
“ z

Bfprq

By
´ y

Bfprq

Bz

Ó

ˆ

B

By
fprq “

Br

By

B

Br
fprq “

y

r

Bf

Br

˙

“
yz

r

Bf

Br
´

yz

r

Bf

Br
“ 0

同様に、y, z成分もゼロになることが示せる．ここから，この力 F は保存力だと
わかる．

さて，力FがF “ fprqxとなる力は中心力と呼ばれる．例として，ばねの復元力
fprq “定数，万有引力・クーロン力 fprq91r2などがある．中心力は一般に保存力
になることが，この練習問題で示されたことになる．
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1.2–12 [ガウスの法則 (再度)+電位]:

次のレポート問題とする．

1.2–13 [電気双極子]:

電場と同様に電位も重ね合わせの原理から二つの電荷の電位を足し合わせること
で求まる．また，電位から電場は gradすれば求まる．ここでは電位から電場を求
める練習問題です．

１．それぞれの電荷が持っているクーロン電位を2つ重ね合わせることで全体φpxq

の電位を求める．

φpxq “
q

4πε0

«

1
a

x2 ` y2 ` pz ´ aq2
´

1
a

x2 ` y2 ` pz ` aq2

ff

(33)

位置 |x|が電荷間の距離 2aに比べて非常に大きい時にどのようになるかを考える．
まずは，a{z ! 1として，a{z “ 0の回りでの展開すると，

pz ˘ aq2 “ z2
`

1 ˘ 2a{z ` O
`

pa{zq2
˘˘

» z2 ˘ 2az

であるから，クーロン電位のそれぞれの項は，

px2`y2`pz˘aq2q´1{2 » px2`y2`z2˘2azq´1{2 »
1

px2 ` y2 ` z2q1{2
¯

az

px2 ` y2 ` z2q3{2

となり，式 (33)は，

φpxq »
q

4πε0

2az

px2 ` y2 ` z2q3{2

Ó ここで，p “ p0, 0, 2aqq,R “ px, y, zqを使えば，

“
1

4πε0

p ¨ R

|R|3
(34)

となる．これは電気双極子と呼ばれている系であり，pを電気双極子モーメントと
呼ぶ．

2. 続けて，この電位から電場を求めてみる．|p| “ p “ 2aqとして，

Ex “ ´
B

Bx
φ “

p

4πε0

3xz

|R|5
,

Ey “ ´
B

By
φ “

p

4πε0

3yz

|R|5
,

Ez “ ´
B

Bz
φ “ ´

p

4πε0

ˆ

1

|R|3
´

3z2

|R|5

˙

.
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となる．ところで，こんな双極子とは何なのよ．というのは，自然な疑問である．
意味も分からずにこんな計算させられるのは拷問のようかも知れない．正負の電荷
が対で置かれているときに，遠くから眺めてみたときの電場なのだが，まず，クー
ロンの法則で与えられている逆二乗よりもずっと弱くなっている．しかし，ゼロ
ではない．この状況は，導体でない物質に電場をかけたときのミクロな世界で起
きていることのモデル化になっている．つまり，導体ならば，自由電子が電場を
中和するように再配列できるが，誘電体では電子は物質中を自由に動きまわれず，
ミクロな単位 (原子)内で電場の方向に移動すると考えるわけだ．誘電体では，こ
の電気双極子が沢山つまっている状況を一つのモデルとして考えることができる．
この電気双極子が電場の中で受ける力を考えると，どうして紙が下敷に引きつけ
られる理由に近付けるでしょう (か?)．

等電位面や電気力線の絵を書いてみた学生さんは気づいたかも知れないが，NS極
を持つ棒磁石の磁力線と同じように見える．

1.2–14 [平板間の電位差]:

平板が無限に広いと考えると，平板間の電場の大きさは場所に依存せずにE “ Q
ε0S

となる．ここで，Sは平板の面積とする．電位差 V はちょうど片方の平板からも
う一方の平板へ単位電荷をつれていくときの仕事である．dを平板間の距離とす
ると，

V “

ż

dx ¨ E “

ż d

0

dz
Q

ε0S
“

Qd

ε0S

となる．

1.3 導体

1.3–1 [導体表面]:

静電平衡における導体の性質は次の
とおりである．

(a) 導体内部には電場はない．

(b) 導体表面は面に垂直である．

(c) 電荷は表面にのみ存在する．

このことに注意して，表面の (十分
に平らだと思えるくらいに)微小領
域にガウスの法則を当てはめると，
表面の電荷面密度を σとして，

z

�

S

S2

Ez

E=0
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Ez “
σ

ε0

となる．

1.3–2 [一様な帯電球の作る電場]:

これはレポート問題に近いので後ほど．

1.3–3 [導体球]: 静電場に関する以下の設問に答えよ．答えだけでなく，理由も明記せよ．

(a) 半径 aの導体球に電荷Qを与えたときに，その電荷は導体の表面に一様に分
布する．これは半径 aの球殻に電荷Qを与えた問題と同じになる．この，電
場は動径方向を向いていて，

その大きさEprqは，

Eprq “

$

&

%

Q

4πε0r2
for r ě a

0 for r ă a
(35)

となる．右にグラフを示す．
 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

2aa

E
r(r

)

r

[Q/4 ��� 0a2]

(b)

電位は，無限遠を基準として，r ě aに
対しては，

φprq “ ´

ż r

8

dr1Epr1q “ ´

ż r

8

d1r
Q

4πε0r12

“
Q

4πε0r
(36)

となり，r ă aでは電場はゼロなので電

位は一定で，φprq “ φpaq “
Q

4πε0a
で

ある．

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

2aa

� (r
)

r

[Q/4 ��� 0a]

(c) 二つの導体球の電位はそれぞれ φa “ Q
4πε0a
，φb “ q

4πε0b
である．2つの導体の

距離は非常に離れていて，お互いに影響を及ぼさない (つまり，静電誘導し
ないほど離れているとする)とする．導線で繋いだ後は，二つの球は一つの
導体となるので電位は一定である．それぞれの導体に接続後に貯る電荷量を
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Q1, q1とすると，接続後の導体の電位 φは，

φ “
Q1

4πε0a
“

q1

4πε0b

である．総電荷量は不変なので，Q ` q “ Q1 ` q1である．これらより，移動
後の電荷は，

q1 “
b

a ` b
pq ` Qq, Q1 “

a

a ` b
pq ` Qq

であることがわかる．それぞれ変化分は，

q1 ´ q “
´aq ` bQ

a ` b
, Q1 ´ Q “

aq ´ bQ

a ` b

であり，例えば aq ´ bQ ą 0ならば，小さな球から大きな球にQ1 ´ Qの電荷
が移動することになる．

(d) 導線で継れた後では，必ずそれぞれの電荷の間には，Q1{a “ q1{bの関係が

ある．表面電場の大きさは，Ea “
Q1

4πε0a2
, Eb “

q1

4πε0b2
であるが，それらを

比は，
Ea

Eb

“
Q1{a2

q1{b2
“

b

a
ă 1

となる．つまり，半径の小さな導体球の表面電場の方が大きいことがわかる．
これが冬にドアで指先からバチッと電気が流れることの簡単な説明である．

1.3–4 [導体系にガウスの法則を使う]:

レポート問題なので，解答例は後ほど．

1.3–5 [導体球]:

導体についていろいろ考えてみようというのが問題の趣旨です．

(a) まずは電荷分布がどのようになっているかを定性的に考えてみよう．定性的
なので，どこまで考えるかは不定だが，わかる範囲で答えてみることにする．
まず，内側の導体球については，導体内部に電荷は安定に存在できないから9，
導体の表面に分布することになるが，導体では等電位になっていることから，
「導体球Aの表面での電荷量 qAは一様に分布することになる」．

次に導体球殻Bを考える．Bには 2つの表面がある．一つは外側面，もう一
つは内側面である．どちらも球表面なので，Aと同様に電荷は一様に分布す
る．その電荷量は，導体球殻B内部に閉曲面を考えて，ガウスの法則を当て
はめることによりわかる．内側面にある総電荷量を q1とし，導体内部に電場

9導体の内部に電場が存在できない，あるいは導体内部は等電位になることからこの性質は出て来る．
では，この導体内部に電場がない理由は，導体の自由電子が電場を中和するように動くからだというのが
講義での説明であった．もう少し説明出来ないのだろうか．…つづく．
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がないことを考えると，ガウスの法則から 0 “ qA ` q1がわかる．qAは導体球
Aの持っている電荷であるが，内側に誘起される電荷量は q1 “ ´qAである．
Bには電荷 qBが与えられていたので，内側面に´qAの電荷が誘起されたと
したら，外側面には qA ` qBが出てきているはずである．導体球殻Bには内
側面に電荷量´qAが，外側面には qA ` qBがそれぞれ一様に分布している．

(b) 導体A，Bではそれぞれ等電位になっているが，その電位を求めてみよう．そ
れぞれ導体表面に一様分布した球殻の作る電位を求めればよい．導体球の中
心からの距離 rが r ą bでの電場は動径成分Erのみ存在し，その大きさは，
Erprq “

qA ` qB

4πε0r2
である．外側の球殻での電位 φBは，無限遠を基準として，

φB “ ´

ż B

無限遠
E ¨ dx “ ´

ż b

8

Erdr “
qA ` qB

4πε0r

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b

8

“
qA ` qB

4πε0b

となる．また，導体球での電位 φAは，

φA “ φB ´

ż A

B

E ¨ dx “
qA ` qB

4πε0b
´

ż a

b

qA

4πε0r2
dr “

1

4πε0

´qA ` qB

b
`

qA

a
´

qA

b

¯

“
1

4πε0

´qB

b
`

qA

a

¯

である．

(c) この二つの導体を針金でつないだときには，電位差があれば電場が生じて，
電荷を移動させる．電位差をみると，qA ą 0であることから，

∆φ ” φB ´ φA “
qA

4πε0

„

1

b
´

1

a



ă 0

となり，いつでもφAの方が大きい．つまり，針金でつなぐと，AからBに電
流がながれることになる．この結果は qBの存在にはまったく依存していない
ことは不思議である．正でも負でも外側に電流は流れるのである．その移動
電荷量は，電位差が無くなるまでである．移動後の A，Bの電荷量を q1

A, q1
B

とすると，それらには，電荷保存より，qA ` qB “ q1
A ` q1

Bであり，また，等
電位の条件

φ1
B “

q1
A ` q1

B

4πε0b
“ φ1

A “
1

4πε0

ˆ

q1
A

a
`

q1
B

b

˙

を満たす必要がある．これらを解くと，q1
A “ 0, q1

B “ qA ` qBとなる．つま
り，移動後には全ての電荷がBの方に移動するというわけである．電流はA

からBに流れ，その移動電荷量は qAである．

(d) 導体をつなぐことで，その前後のエネルギーはどうなるかを議論してみよう．
前と後のエネルギーをそれぞれ計算して，差をとってみればよい10．接続前

10もっと賢くするには，導体球のエネルギーが計算するだけでよいことがわかる．移動前後で導体球殻
の電位が全く変わっていないことに注意すると，変化があったのは導体球 Aに電荷がなくなったことで
ある．
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のエネルギー Ub
11は，

Ub “
1

2
qAφA `

1

2
qBφB “

1

2
qA

1

4πε0

´qA

a
`

qB

b

¯

`
1

2
qB

qA ` qB

4πε0b

であり，一方，接続後のエネルギー Uaは，

Ua “
1

2
q1
Bφ1

B “
1

2
pqA ` qBq

qA ` qB

4πε0b

なので，そのエネルギー差は，

Ua ´ Ub “
q2
A

8πε0

„

1

b
´

1

a



ă 0

となる．つまり，エネルギーはいつでも減ることがわかった12．さて，減っ
てしまったエネルギーはどこへ行ってしまったのだろうか？これは電荷の運
動エネルギーに変わったわけだが，普通は導体の中を電流が流れる時に格子
との散乱によりジュール熱が発生して逃げてしまう13．

11電荷が分布している場合の静電エネルギーは，U “
1
2

ż

dV ρφで与えられる．
12エネルギーが減るのは自然な方向なので当たり前のことだろうか?もしも，エネルギーなる量を定義
しているのであれば，ちゃんと計算して示すことができるはずである．「エネルギーが低い状態というの
は，安定な状態である．」と「安定な状態に系は移行する」では説明できていないと思う．安定な状態と
は．．．エネルギーが低い状態．．．では議論がグルグル回っているだけである．講義では，高校の物理の公
式の羅列の中でどの位のことが物理の議論で出て来るのか，あるいはお互いはどのように絡まっているの
かを示して来たつもりであった．こういうウルトラ Cを無批判に信じないために．．．だが．．．
さて，上では実際に計算して，エネルギーが下がることを示した．その「自然な方向」が計算して示さ

れたわけだ．我々の考察の外から自然の方向として，エネルギーが下がることを考えなくても，すでに
我々の考察のどこかにその性質が入っていたことになる．それはどこだろうか? ここで，質問を投げ出し
てもよいのだが，もう少しだけ議論しよう．導体の性質は，導体中では等電位になるように電荷が分布す
ることであった．ここでは針金でくっつけることで，一つの導体になったわけだが，この導体の中で等電
位になるように電荷の配置換えが起こった．この等電位への移行がエネルギーを低くすることと関係して
いるわけである．一般的に，「静電エネルギーを最小にするような電荷の配置は，その電位を一定にす
る配置である」ことが証明できる．ある閉じた空間で，任意の適当な電荷分布 ρ1 に対する電位 ψと等電
位 φを与える電荷分布 ρの静電エネルギーを比べると，後者がいつも小さい，すなわち最小を与えるこ
とが示せる．これは宿題にしよう．示すべきは，

U 1 ´ U ”
1
2

ż

dV ρ1ψ ´
1
2

ż

dV ρφ “
ε0
2

ż

dV p∇ψq
2

´
ε0
2

ż

dV p∇φq
2

ě 0

である．
さて，実際にこのエネルギー最小を要請することで移動後の電荷を求めてみよう．接続後のエネルギー

は，Ub の式の電荷を q1
A, q1

B にすればよく，全電荷量 q1
A ` q1

B “ qtot は定数であることに注意すると，

Ubpq1
Aq “

1
8πε0

ˆ

q12
A

a
` 2

q1
Aq1

B

b
`

q12
B

b

˙

“
1

8πε0

ˆˆ

1
a

´
1
b

˙

q12
A `

q2
tot

b

˙

となる．これを q1
A を変数とした時に，q1

A “ 0が最小を与える．
13ここでも，ジュール熱として逃げるのでエネルギーが下がるという，逆の説明はまずい．散乱が起き
ない，つまり電気抵抗のない超伝導体で作られた針金の場合にはエネルギーが逃げないことになってしま
うが，これがウソなことは上の計算が示している．電気抵抗があれば，そこでエネルギーを開放してしま
うが，超伝導体でつないだ場合は，電荷は安定に静止することができなくて，振動をくり返すことにな
る．それでもエネルギーは開放されるが，それはアドバンスな電磁気で議論するだろう．
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1.3–6 [鏡映法 1]: 鏡映法により，導体近傍の電場を求める問題である．鏡映法は、導体
表面を鏡だと思って、導体の外にある電荷の鏡像の位置に反対符合の電荷を置く
ことで電場を求める方法である。この方法だと、ある解の候補はすぐに思い付く
だろう．次に、それが正しいかどうかをどのように調べるが問題となる。

導体から距離 dの位置に電荷 qがあるので，鏡像電荷は´dの位置に´qの電荷が
あることになる．それぞれの電荷の位置ベクトルを x1 “ p0, 0, dq, x2 “ p0, 0, ´dq

として，これらの電荷の作る位置xでの電場は重ね合わせの原理から，

Epxq “
q

4πε0

x ´ x1

|x ´ x1|3
`

´q

4πε0

x ´ x2

|x ´ x2|3

である．導体の内部ではもちろん電場はゼロであるので，この表式は導体の外側
でのみ正しい．

この電場が確かに導体の性質を満たしていることを確認しておく．まず，導体表
面ではこの電場は導体面に垂直でなくてはならない．導体表面は，面 z “ 0であ
り，|x ´ x1| “ |x ´ x2|を満たす位置ベクトル x “ px, y, 0qである，そこでは，
Ex “ Ey “ 0となっており，

Ezpxq “
q

4πε0

d

|x ´ x1|3
`

´q

4πε0

d

|x ´ x2|3
“ ´

q

4πε0

2d

|x2 ` y2 ` d2|3{2

となり，z方向にのみ成分があることがわかる．

一方で，導体表面の電場とそこでの表面電荷密度の関係は問題 1.3-1に示してあ
る．表面電場が求まったので，これを用いて，この導体表面の電荷密度が

σpxq “ ε0Ezpxq “ ´
q

4π

2d

|x2 ` y2 ` d2|3{2

と求まる．下にその表面電荷密度をグラフに示す．ちょうど，電荷 qの真下の位
置に負の大きな電荷が誘起されていることがわかる．

-0.3
-0.25
-0.2
-0.15
-0.1
-0.05
 0

-4 -2  0  2  4x -4 -3 -2 -1  0  1  2  3  4

y

-0.05

表面電荷密度

図 6: 点電荷を p0, 0, 1qに
置いた場合の z “ 0平面
上に誘起される表面電荷分
布とその等高線。縦軸のス
ケールは適当に決めた。
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さて，導体表面に誘起された電荷の総量Qを求めておく．表面電荷密度を全表面
で積分すればよい．

Q “

ż 8

´8

dx

ż 8

´8

dyσpxq “ ´

ż 8

´8

dx

ż 8

´8

dy
q

4πε0

2d

|x2 ` y2 ` d2|3{2

Ó ここで極座標を用いる．14

“ ´

ż 8

0

rdr

ż 2π

0

dθ
q

4π

2d

|r2 ` d2|3{2
“ ´

2dq

4π
2π

ż 8

0

dr
r

|r2 ` d2|3{2

“ ´dq

„

´
1

|r2 ` d2|1{2

8

0

“ ´q

となる．実際に導体表面に誘起された電荷の総量が鏡映電荷は´qに等しいことが
確認できる．

1.3–7 [鏡映法 2]:

前問に引き続き，鏡映法の問題である．

正しい鏡映電荷配置は、図のようである。xy平面で
切り取ったときに、第二、第三象限に負電荷´qを置
くだけでなく、第四象限にも正電荷`qを置く必要が
ある。もともとの電荷の位置を r1 “ pb, a, 0q、それ
ぞれの鏡映電荷の位置ベクトルを、r2 “ p´b, a, 0q、
r3 “ p´b, ´a, 0q、 r4 “ pb, ´a, 0qとする。さて、導
体を忘れて、この四つの点電荷配置での位置xでの電
位は、

+qb

a

-q b

a

+q b

a

-qb

a

φpxq “
q

4πε0

ˆ

1

|x ´ r1|
´

1

|x ´ r2|
`

1

|x ´ r3|
´

1

|x ´ r4|

˙

(37)

となる。この問題での我々の電位に対する要請は、導体表面で電位が定数15となる
ことである。そうすれば、導体表面での電場はその表面に垂直方向だけになる16。
導体表面は、x1 “ px ą 0, y “ 0, zqと x2 “ px “ 0, y ą 0, zqで表される。x1につ
いて、|x1 ´ r1| “ |x1 ´ r4| また |x1 ´ r2| “ |x1 ´ r3|であることから、

φpx1q “ 0 (38)

がわかり、同様に φpx2q “ 0であることもわかる。これで式 (37)が求めたい電位
であることが示された。電場は、各成分ごとに表すと、

Expxq “ ´
B

Bx
φ “

q

4πε0

ˆ

x ´ b

|x ´ r1|3
´

x ´ b

|x ´ r4|3
´

x ` b

|x ´ r2|3
`

x ` b

|x ´ r3|3

˙

14x “ r cos θ, y “ r sin θとすると，dxdy “ rdrdθ になる．
15必ずしも 0になる必要はない。そもそも電位には定数の不定性があったことを思い出そう。その定数
は電場E“ ´∇φには寄与しない。

16もし水平成分がゼロでないとすると、導体中の自由に動ける電荷がその電場方向に移動し、最終的に
は電場を中和するように電荷配置が変わる。
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Eypxq “ ´
B

By
φ “

q

4πε0

ˆ

y ´ a

|x ´ r1|3
´

y ´ a

|x ´ r2|3
`

y ` a

|x ´ r3|3
´

y ` a

|x ´ r4|3

˙

Ezpxq “ ´
B

Bz
φ “

qz

4πε0

ˆ

1

|x ´ r1|3
´

1

|x ´ r2|3
`

1

|x ´ r3|3
´

1

|x ´ r4|3

˙

比例定数は適当に設定し、電位と電場を下図に描いておく。
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図 7: 点電荷を p1, 2, 0qに置いた場合の z “ 0平面上での等電位線 (線)と電場 (矢印)。

次に導体表面に誘起された電荷分布を示す17。ガウスの法則から、導体表面での電
場の法線成分と誘起電荷面密度の関係は、En “ σ{ε0なので、平面 y “ 0と x “ 0

上の電荷密度をそれぞれ σy、σxと書くと、

σy“0 “ ε0Eypx1q “
´qa

2π

˜

1

ppx ´ bq2 ` a2 ` z2q
3{2

´
1

ppx ` bq2 ` a2 ` z2q
3{2

¸

σx“0 “ ε0Expx2q “
´qb

2π

˜

1

pb2 ` py ´ aq2 ` z2q
3{2

´
1

pb2 ` py ` aq2 ` z2q
3{2

¸

となる。σy“0について、図に描いてみる (図 8)。

さて、最後の課題はこの誘起電荷分布を導体表面で積分するとどうなるかを調べ
ることである。もちろん、これは先に導入した鏡映電荷の合計に等しくなってい
るはずである。ここで少し漠然とした疑問がある。無限平面の近くに１つだけ点

17くどいかも知れないが、あくまでも鏡映法は、境界値問題のひとつの解き方であって、決して鏡映電
荷が導体の中に出てくるわけではない。導体に誘起される電荷分布は表面にのみ現れる。その誘起された
問題と鏡映電荷の問題が、導体の外側では全く等価だということを注意しておく。
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図 8: 点電荷を p1, 2, 0qに
置いた場合の y “ 0平面
上に誘起される表面電荷分
布とその等高線。縦軸のス
ケールは適当に決めた。

電荷がある場合は、誘起電荷を与える項はその点電荷から来ていた。今回の場合、
平面は y “ 0と z “ 0の 2つに分けられるが、σy“0にも σz“0にも全ての点電荷の
項が入っている。それぞれ独立に計算 (できたと)すると´q{2 づつ分配されて出
てくるのだろうか。

まず、y “ 0平面に誘起される全電荷 qy“0は、

qy“0 “

ż 8

0

dx

ż 8

´8

dzσy“0

“
´qa

2π

ż 8

0

dx

ż 8

´8

dz

˜

1

ppx ´ bq2 ` a2 ` z2q
3{2

´
1

ppx ` bq2 ` a2 ` z2q
3{2

¸

この積分は少し難しいが，次のようになる．被積分関数のx依存性だけがちがうの
が気持ち悪いので、x ˘ b Ñ x1変数変換すると、測度は不変で積分領域がずれる。

qy“0 “
´qa

2π

ż 8

´8

dz

ˆ
ż 8

´b

dx ´

ż 8

b

dx

˙

1

px2 ` a2 ` z2q
3{2

“
´qa

π

ż 8

0

dz

ż b

´b

dx
1

px2 ` a2 ` z2q
3{2

Ó zについて積分
ż

dz
1

pA2 ` z2q3{2
“

z

A2pz2 ` A2q

“
´qa

π

ż b

´b

dx

„

z

px2 ` a2qpz2 ` x2 ` a2q1{2

8

0

“
´qa

π

ż b

´b

dx
1

x2 ` a2

Ó x “ a tan θ, dx “ a
1

cos2 θ
dθ
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“
´qa

π

ż arctanpb{aq

arctanp´b{aq

dθa
1

cos2 θ

1

a2p1 ` tan2 θq

“ ´
q

π
parctanpb{aq ´ arctanp´b{aqq “ ´

2q

π
arctanpb{aq (39)

x “ 0平面についても同様な計算から、

qx“0 “ ´
2q

π
arctanpa{bq (40)

となり、全誘起電荷 qtotは、

qtot “ ´
2q

π
parctanpb{aq ` arctanpa{bqq

Ó arctanpb{aq ` arctanpa{bq “
π

2
“ ´q (41)

これで誘起電荷が鏡映電荷の合計に等しい
ことが示された．最後の arctanの関係式は
なかなか気づきにくいが、図で描くと良く
分かる．
先程の電荷の分配の疑問だが、上記のよう
に点電荷の位置のずれに反映して 2つの平
面に移る電荷の大きさが変わって来る。ちょ
うど位置が r1 “ pa, a, 0qのときに ´q{2づ
つに分かれている。

a

b

�

�
tan ��� b/a

tan 
� � a/b

arctan(b/a)+arc(a/b)=� +
� ����� �

1.4 コンデンサーと電気容量

1.4–1 [球殻導体のコンデンサー容量]:半径 aと bpą aqの二つの導体球にそれぞれ˘Qの
電荷を与えたとすると，それらの球殻の間の電場は放射線状で、その大きさErは
原点からの距離 rのときに Er “ Q

4πε0r2 である．したがって，球殻導体間の電位
差は，

φa ´ φb “

ż B

A

dr ¨ E “

ż b

a

drEr “

ż b

a

dr
Q

4πε0r2
“

Q

4πε0

ˆ

1

a
´

1

b

˙

である．比例係数から電気容量は，

C “
Q

φa ´ φb

“ 4πε0
1

1
a

´ 1
b

となる．
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関連する問題:地球の静電容量： 地球を大きな導体と考えるとその電気容量はど
の位だろうか．半径 aの球導体に電荷量 qを与えれば，その電位は無限遠を
基準として，φ “ q{4πε0aである．この場合の静電容量は，C “ q{φ “ 4πε0a

であり、a “ 6400Kmを代入すると，C “ 4ˆ3.14ˆ8.85ˆ10´12 ˆ6.4ˆ106 »

7.1 ˆ 10´4rF sである．例えば，1Cの電気量を貯めるのに，1400Vもかかっ
てしまう．そこら辺の小さなコンデンサーでも数十 µF程度あるのを考える
と，ちょっと地球に電荷を貯めるのは効率悪そうである．

1.4–2 [コンデンサーの合成]:

(a) まず C2とC3は並列なので，合成容量は C2 ` C3 “ 6µF となり，C1との直
列接続から，合計電気容量は，

Ctot “
1

1
C1

` 1
C2`C3

“
1

1
3

` 1
6

µF “ 2µF

となる．

(b) 全体に貯まる電荷量とコンデンサー C1に貯まる電荷量が同じであることか
らMでの電位を求める．AM間の電位差を VAM とすると，

VAM ˆ 3µF “ 200V ˆ 2µF ùñ VAM “
400

3
V

となる．Aの位置の電位を 0とすると，位置M の電位は
400

3
Vとなる．

(c) C1の電荷量は，3µF ˆ 400
3

V » 4.0 ˆ 10´4C

C2の電荷量は，2µF ˆ p200 ´ 400
3

qV »“ 1.3 ˆ 10´4C

C3の電荷量は，4µF ˆ p200 ´ 400
3

qV »“ 2.7 ˆ 10´4C

1.4–3 [コンデンサーをつないだとき．．．]:

この問題の趣旨は，導体コンデンサーの性質を通じて，電位と電荷の動きを理解
することがである．ここでは 1.3-5の問題を一般的にして，コンデンサーの形状
によらない議論をする．

まず，静電容量が C1と C2のコンデンサーの接続前の電荷量をそれぞれ Q1，Q2

とする．接続後にそれらは Q1
1と Q1

2に変化したとする．電荷の保存より，Q1 `

Q2 “ Q1
1 ` Q1

2であり，電荷の移動量を∆とすると，それを用いてQ1
1 “ Q1 ´ ∆，

Q1
2 “ Q2 ` ∆と表せる．ここで∆ はコンデンサー 1から 2への電荷の移動を正の
方向としている．

接続後は，2つの導体は 1つの導体になりことから，電位は一定になる．その電位
を φ1は，接続後の電荷量と容量を用いて，

φ1 “
Q1

1

C1

“
Q1 ´ ∆

C1

“ φ1 ´
∆

C1

“
Q1

2

C2

“
Q2 ` ∆

C2

“ φ2 `
∆

C2
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と表せる．この式を∆について解けば，

∆ “ pφ1 ´ φ2q{

ˆ

1

C1

`
1

C2

˙

“
C1 ` C2

C1C2

pφ1 ´ φ2q

となる．φ1 ě φ2の場合は，∆ ě 0となり，電荷は 1から 2へ移動し，逆にφ1 ď φ2

の場合は 2から 1へ移動する．いずれの場合も，電位の高い方から低い方へ電荷
は移動していることがわかる．

また，その時の電位は，

φ1 “ φ1 ´
∆

C1

“ φ1 ´
C2

C1 ` C2

pφ1 ´ φ2q “
C1φ1 ` C2φ2

C1 ` C2

である．

さて，この導体の静電エネルギーを考えてみよう．電荷をQ，電位を φとしたと
きに，静電エネルギーは 1

2
Qφで与えられる．この問題の 2つの導体の接続前後で

のエネルギーを計算してみる．接続前は，

E前 “
1

2
Q1φ1 `

1

2
Q2φ2 “

1

2

`

C1φ
2
1 ` C2φ

2
2

˘

であり，一方で接続後のエネルギーは，

E後 “
1

2
pQ1 ` Q2qφ1 “

1

2
pQ1 ` Q2q

C1φ1 ` C2φ2

C1 ` C2

“
1

2

pC1φ1 ` C2φ2q2

C1 ` C2

である．その差を計算してみると，

E後 ´ E前 “
1

2

ˆ

pC1φ1 ` C2φ2q2

C1 ` C2

´ C1φ
2
1 ´ C2φ

2
2

˙

“ ´
1

2

C1C2

C1 ` C2

pφ1 ´ φ2q2

である．その差を計算してみると，

E後 ´ E前 “
1

2

ˆ

pC1φ1 ` C2φ2q2

C1 ` C2

´ C1φ
2
1 ´ C2φ

2
2

˙

“ ´
1

2

C1C2

C1 ` C2

pφ1 ´ φ2q2

となる．つまり，接続後のエネルギーはいつでも減ることがわかった．エネルギー
が下がらない場合は，接続前の電位差が無い場合で，その時は電荷は移動しない．

1.4–4 [コンデンサーのエネルギー]:

電気容量がC1のコンデンサーに q1の電荷を与えたときの電位は φ1 “ q1{C1であ
る．導体の電位は一定であり、そこに電荷 q1があるのでコンデンサーのエネルギー
は，1

2
q1φ1 “ 1

2
q2
1{C1である．したがって，二つのコンデンサーの接続前のエネル

ギーの合計は，Eb “ 1
2

pq2
1{C1 ` q2

2{C2qである．一方で，並列に接続した後の電気
容量は，C1 ` C2であり，そこに q1 ` q2 の電荷が貯るわけだから，エネルギーは，
Ea “ 1

2
pq1 ` q2q2{pC1 ` C2qである．この差は，

Ea ´ Eb ă 0

であることがわかる．これは前問と同じである．
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1.4–5 [コンデンサー]:

(a) 導体板は非常に大きいと簡単化したので，一様な面密度 σ “ q
S
で帯電した無

限に広い平板の作る電場を考えればよい．この電場は平板に垂直方向のみ成
分を持ち，平板から離れる方向で，その大きさは |E| “

σ

2ε0

“
q

2ε0S
である．

(b) 導体板Bも同様に考えると，今度は電荷の符号が負なので，平板に向かう方
向で，やはりその大きさは |E| “

q

2ε0S
である．この二つの電場を方向に注

意して重ね合わせると，導体板の間での合計の電場は導体板AからBに向か
う方向に大きさ |E| “

q

ε0S
を持つことがわかる．ちなみに，導体板の外側は

方向が逆向きになっており，0 になる．

(c) 二枚の導体板間の電位差 φABを求めてみる．導体板間の電場は導体板に垂直
で場所に依らず一定の値

q

ε0S
であることから，

φAB “

ż B

A

dx ¨ E “

ż d

0

dz
q

ε0S
“

qd

ε0S

であることがわかる．ここから,電位差 φAB と電荷量 qは比例関係にあるこ
とがわかり，その比例係数として，電気容量Cは，

C “
q

φAB

“ ε0
S

d

となることがわかる．コンデンサーの電気容量を大きくするためには，面積
S を大きく，距離 dを小さくすればよいことがわかる．

(d) このコンデンサーに蓄えられたエネルギーは次の二通りの考え方で求めてみ
る．最初は，電荷が蓄えられていない状態から，導体板 Bから+qの電荷を
導体板 Bに移動するために必要なエネルギーを考える．電荷が既に q1移動
した後に微小な電荷量 dq1を移動するために必要なエネルギー dU は，dU “

φABpq1qdq1 “ q1d
ε0S

dq1である．ゆえに，電荷が qになるまでのエネルギーUは，

U “

ż

dU “

ż q

0

q1d

ε0S
dq1 “

d

ε0S

q2

2
“

dq2

2ε0S

である．

一方，エネルギーは電場のエネルギーと考えることができる．電荷が蓄えら
れた状態での電場のエネルギーは，

U “
ε0

2

ż

dV |E|2 “
ε0

2

ż

dV

ˆ

q

ε0S

˙2

“
ε0

2

ˆ

q

ε0S

˙2

Sd “
q2d

2ε0S

となり，同じ結果を得る．
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1.4–6 [円柱コンデンサーの電気容量]:

外径 aの円筒型導体Aおよび内径 bpą aqの導体Bが同心に置かれている場合の静
電容量を求めてみる．それぞれに正負同量の電荷を与えると，それらの電荷はA

の外側の表面とBの内側面に一様に分布する．この導体系の電場は，円筒導体が
無限に長いと考えると，導体と平行な電場は存在しないので，動径方向で中心か
らの距離 rだけの関数である．そこでガウスの法則より，電場の動径成分 Erは，
電荷の単位長さ辺りの電荷を λとして，Er “ λ{2πε0rpa ă r ă bqとなる．導体の
外側 r ą bでは電場はゼロになっている18．そこで，両導体の電位差は，

φA ´ φB “

ż b

a

Erdr “

ż b

a

λ

2πε0r
dr “

λ

2πε0

log
b

a

これより，軸方向の単位長さ当たりの静電容量C 1は

C 1 “
λ

φA ´ φB

“
2πε0

log b
a

となる．

1.4–7 [一様帯電球の静電エネルギー]:

ここでも静電エネルギーを二種類の方法で求めてみる．

(1)静電ポテンシャルからの計算:

半径 aの球になるまで電荷を蓄える時のエネルギーを球殻を付け加える過程にそっ
て計算してみる．まず，半径 rまで電荷が貯ったとする．そのときの電荷 qprqは，
qprq “ 4πr3ρ

3
である．この電荷が電荷球の外側につくる電場は，その電荷が中心に

集まった点電荷と同じなので，方向は動径方向であり，大きさErは，Er “
qprq

4πε0r2

である．この電場の元で，半径 rの位置の電位は，φ “
qprq

4πε0r
であるから，ここに dq

の電荷を持ってくるためのポテンシャル・エネルギー dU は，dU “ φdq “
qprq

4πε0r
dq

である．dq “
`

dq
dr

˘

dr “ 4πr2ρdrであることに注意して，全エネルギーは，

U “

ż

dU “

ż

qprq

4πε0r
dq “

ż a

0

drp4πr2ρq

4πr3ρ
3

4πε0r
“

ż

dr
4πρ2r4

3ε0

“
4πρ2a5

15ε0

と求まる．

(2)電場のエネルギー:

次に，電場のエネルギーとして計算してみる．電場はガウスの法則を用いて，求
めておく．電場は動径方向であるので，その大きさをErとして，半径 rの球をガ
ウスの閉曲面に選ぶと，ガウスの法則より，

4πr2Er “

#

4πr3ρ
3ε0

for r ă a
4πa3ρ
3ε0

for r ą a
, ùñ Er “

#

rρ
3ε0

for r ă a
a3ρ

3ε0r2 for r ą a

18なぜ?
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となる．これを用いて，全空間での電場のエネルギーは，

U “
ε0

2

ż

dV |E|2 “
ε0

2

ż 8

0

4πr2drE2
r “

ε0

2

˜

ż a

0

4πr2dr

ˆ

rρ

3ε0

˙2

`

ż 8

a

4πr2dr

ˆ

a3ρ

3ε0r2

˙2
¸

“
2πρ2

9ε0

ˆ
ż a

0

drr4 `

ż 8

a

a6

r2

˙

“
2πρ2

9ε0

ˆ

a5

5
` a5

˙

“
2 ¨ 6πρ2a5

9 ¨ 5ε0

“
4πρ2a5

15ε0

となり，やはり同じ結果が得られる．

この電荷球の全電荷量をQとおくと，Q “
4πa3ρ

3
であるので，エネルギーは，

ρ “
3Q

4πa3
, ùñ U “

4πa5

15ε0

ˆ

3Q

4πa3

˙2

“
3Q2

20πε0a

と表すこともできる．

例えば原子核がこのように (正の電荷をもった陽子)密度の一様な球だと考えると，
質量は半径の 3乗に比例して大きくなるが，エネルギーは上の式より半径の 5乗
に比例してふれることになる．これは，原子番号を大きくするときに，質量より
も早く静電エネルギーが大きくなることを意味している．

1.4–8 [平板コンデンサーの静電エネルギー]:

これは 1.4-5の (d)で答えているので省略する．この問題では電場は定数であるの
で，特殊な例になっている．

1.4–9 [導体球の静電エネルギー]:

電荷が qだけたまったときの電場の大きさEは，Er “ q
4πε0r2 である．そこに δqだ

け電荷を導体球に無限遠から移動するために必要な仕事 δU は，

δU “ δq

ż a

8

drEr “
qδq

4πε0a

である．電荷を 0からQまで蓄える全仕事 U は，

U “

ż Q

0

dU “

ż Q

0

qdq

4πε0a
“

Q2

8πε0a

となる．

導体の静電エネルギーについて，もう少し議論しておくことにする．導体の電位
φは導体内一定で，それは一般的に蓄えられた電荷量Qに比例する．比例係数を
静電容量Cと呼び，Q “ Cφである．電荷が q貯った状態での電位は φ1 “ q{Cで
あり，そこからさらに微小電荷 dqを無限遠から運ぶために必要な仕事はφ1dqであ
る．なぜなら，電位は単位電荷あたりの静電ポテンシャルであるので，電荷 dqの
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ポテンシャルエネルギーは電位の dq倍である．この操作を繰り返して，電荷量を
0からQまで蓄えるとすると，そのための全仕事は，

U “

ż Q

0

dqφ1 “

ż Q

0

dq
q

C
“

Q2

2C
“

1

2
Qφ

となる．

導体球が電荷Qを持つときの導体の電位は，φ “
Q

4πε0a
であるから，そのときの

静電エネルギーは，

U “
1

2
φQ “

Q2

8πε0a

である．

もちろん，電場のエネルギーからも同様に得られる．導体中には電場はなく，導
体の外側には動径方向に大きさが Er “ Q

4πr2 の電場が存在する．そこで，電場の
エネルギーは，

U “
ε0

2

ż

|E|2 “
ε0

2

ż 8

a

4πr2dr

ˆ

Q

4πε0r2

˙2

“
Q2

8πε0

ż 8

a

dr
1

r2
“

Q2

8πε0a

となる．

2 定常電流による磁場

2.1 ビオ・サバールの法則，アンペールの法則

2.1–1 [ローレンツ力]:

(a) 一定の角速度だから，中心から xの位置での速度は xωとなる．ローレンツ
力は qv ˆ Bであるから，中心から両端方向19に大きさ qxωBの力が働く．

(b) これもローレンツ力が働くが，大きさは qvBである．方向は下図のとおりで
ある．

2l v

(a) (b)B

19ベクトル積の方向を確認せよ．
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(c) ローレンツ力を受けた電荷は導線の端に移動する．その結果生じた電場によっ
て qEと磁場による力とがつり合うまで電荷は移動する．(a)では qE “ qxωB

であるから，電場EはE “ xωBであり，中心と両端の電位差は，

φ “

ż 端

中心
E ¨ dx “

ż l

0

dxxωB “
l2ωB

2

である．また，(b)では，電場はE “ vBであり，電位差は 2lvBである．

2.1–2 [直線電流の作る磁場]:

この問題の趣旨は，2つの電流にはそれぞれ力が働くこととその力はビオーサバー
ルの法則とローレンツ力の二段階で理解できることの確認である．

(a) まず電流が磁場を作り，その磁場を次の電流がローレンツ力を介して感じる
という順番で話しを進める20．この最初の設問では一本の電流の作る磁場を
まず求める．磁場の方向は，右ネジを巻く方向で，その大きさはアンペール
の法則を使って求めることができる．電流に垂直な面上に半径 rの円に沿っ
た磁場の線積分を考えると，その成分Bφは，

ż

円 r

B ¨ dx “ 2πrBφ “ µ0I1, Ñ Bφ “
µ0I1

2πr

と求まる．

(b) さて，電流 I1の磁場を I2が感じる力はローレンツ力で与えられる．

I1 I2

B

F F

二本の電流を上から見た図．Bは電流 I1が作った磁

場である．

磁場B中に電流 (動いている電荷)Idxp“

qvqが受ける単位長さ当たりのローレン
ツ力は dF “ Idx ˆ Bとなり，この問
題の場合その大 きさは

dF21 “
µ0I1I2dx

2πr

となる．また，左図のように，その向き
は I2が I1と平行の場合は引力に，反平
行の場合は斥力になる．この力が作用反
作用の法則に従っていることは，逆のプ
ロセスを順に考えて，同じ大きさの逆向
きの力が働いていることを示せばよい．
確かにそうなっているであろう．

20これは，クーロンの法則から電場の導入した議論と似ている．二つの電荷があったときに，まず一番
目の電荷が電場を作り，二番目の電荷がその電場を感じる．さて，引力や斥力のような力の方向は，電荷
の負号で決まっていたが，電流の場合はどうだろうか?
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(c) さて，平行と反平行の中間はどうなるだろうか．I1と I2が直角に並べると，
Bと I2が平行になってしまうので，力は働かない．この実験事実はアンペー
ルによって発見され，アンペール力21とも呼ばれている．

2.1–3 [円電流による磁場]:

半径 aの円電流 I が中心軸上にて円の中心
から zの距離にあるに作る磁場を求める (一
般の位置での磁場を求めるのはちょっと難し
い．できなくはない．)．対称性から，軸上に
おけるBの方向は z軸方向になる．z軸に垂
直方向は円の軸対称の位置の電流要素が作
る磁場と完全にキャンセルする．右図のよ
うに，電流要素から観測位置へのベクトル
と環状電流の流れている面との角度を θと
して，磁場の z軸方向の成分をBzとすると，

a

z
r

B

�

Idl

Bz “
µ0

4π

ż

Idl

r3
r sin

´π

2

¯

cos θ

Ó pcos θ “ a{rq

“
µ0

4π

ż

aIdl

r3
“

aIµ0

4πr3

ż

dl “
µ0Ia2

2r3
“

µ0Ia2

2pa2 ` z2q3{2
．

となる．ここで r “ pa2 ` z2q1{2である．

実は，もう少し計算を進めると，この環状電流の作る磁場が電気双極子モーメン
ト (1.1–8参照)の作る電場と同じであることが分かる．ここではその一端に振れ
ることにする．環状電流のつくる面積は，S “ πa2であり，a ! zの条件では，

Bz »
µ0IS

2πz3

µ0 Ø
1

ε0

m “
S

2
ez “

πa2I

2
Ø p “ 2aqez.

環状電流と磁気双極子 (小さい磁石)はそれら作る磁場が同じという意味で等価で
ある．電気双極子の場合に正負の電荷が別々に考えられたのと対称的に，磁石の素
がこの環状電流だとすれば，N極と S極はバラバラには取り出せない (気がする)．

2.1–4 [直線電流の間に働く力 (ビオ－=サバールの法則+ロ－レンツ力)]:

(a), (b)は 2.1-2と共通であり，そちらを参照のこと．

21たくさんの力が出てきて，混乱の元かも知れないが，これは歴史的な経緯を述べていると考えて欲し
い．あくまでも，現代的にはビオ=サバールの法則による磁場とローレンツ力による解釈が一般的である．
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ただし，2.1-2では，直線電流の作る磁場をアンペールの法則を用いて求めた．こ
こでは，ビオ=サバールの法則から求めてみることにする．
直線電流を z軸上にとることにする．無限に
長い直線電流を考えることで z 方向の依存
性はないので，z “ 0の面上の位置 pa, 0, 0q

での磁場を求める．
磁場の方向は y方向であり，右図に示すよう
に，ある電流要素 Idzに対して，|Idxˆr| “

Idzr sin θであることに注意して，その電流
要素が作る磁場の大きさ (y成分)dByは，

dBy “
µ0I

4π

r sin θ

r3
dz

である．ここで，r “ pz2`a2q1{2, tan θ “ a{z

である．

x

yz

a

dz

�

B

r

電流要素は´8から8まであるので，それについて積分すればよいが，その代わ
りに角度 θについて，0から πまで積分する方が簡単である．

r “
a

sin θ
, z “

a

tan θ
, |dz| “

a

sin θ2
dθ

より，求める磁場Byは，

By “

ż

dBy “

ż θ

0

µ0I

4π

sin2 θ

a2
sin θ

a

sin2 θ
dθ “

µ0I

4πa

ż π

0

sin θdθ “
µ0I

2πa

となる．

(c) 問題文ではループ電流は正方形となっていたが，図では長方形であった．ここ
では長方形だと考えて考えてみる．

まずは無限に長い電流 I1が矩形電流に及ぼ
す力を考察する．I1が作る磁場は既に前問
で求めてあるので，矩形電流のそれぞれの
部分に対して，どのような力が働くかを考
える．まず，I1 に垂直な平行な線分 ABと
CD部分について考える．右図からもわかる
とおり，その 2つの線分に働く力は互いに逆
向きで，かつ直線電流 I1から同じ距離にあ
るので，同じ大きさである．結果として，2

つの線分に働く力の合力はゼロになる．
次に平行線分DAと BCについて考えると，
それぞれに働く力は，斥力の方向を正として，

a b

c

I 1 A B

CD

I2

矩形電流の各部分に対する力の方向を矢印

(白抜)で記す．矢印の長さが力の大きさを

(気持ちで)表している．
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FDA “ ´
µ0I1I2c

2πa
, FBC “

µ0I1I2c

2πpa ` bq

となる．それらの合力は引力であり，その大きさ Ftotは，

Ftot “
µ0I1I2c

2π

ˆ

1

a
´

1

a ` b

˙

となる．

その逆はどうなるか．つまり，直線電流が矩形電流から受ける力である．この力
はやはり作用反作用の法則に従っていて，合力としては上式と同じである．これ
を直接確かめるのはちょっと難しい．

2.1–5 [アンペールの法則]:

ビオ・サバールの法則で与えられる磁場Bは，∇ ˆ B “ µ0J を満たす22．ここで
J は電流密度を表す．ある任意の閉曲線に沿って，磁場の線積分を考えると，ス
トークスの定理を用いることで，

ż

B ¨ dx “

ż

dSn ¨ p∇ ˆ Bq “ µ0

ż

dSn ¨ J “ µ0I

が分かる．Iは閉曲面で囲まれた面で定義される電流である．これをアンペールの
法則という．任意の閉曲線に沿って磁場の積分がそこを貫く電流に等しいことを
表している．

2.1–6 [円柱電流の作る磁場]:

2.1-2の導線の太さが aになった問題である．磁場の方向は同じく，電流の向き対
して右ねじを巻く向きである．磁場の大きさはアンペールの法則を用いて求める．
電流に垂直な面に電流の中心と同心の半径 rの円をアンペールの閉曲線に選ぶ．そ
の円上での磁場の大きさは不変であり，その大きさをBφとすると，アンペールの
法則の左辺は，

ş

dx ¨ B “ 2πrBφである．

右辺には注意が必要である．円柱には一様な電流が流れているので，その電流密
度は J “ I{πa2である．右辺は，rと aの大小関係で場合分けをして，

µ0

ż

dSn ¨ J “

#

µ0I for r ą a

µ0
I

πa2 πr2 “ µ0
Ir2

a2 for r ď a

となる．ここから，

Bφ “

$

’

&

’

%

µ0I

2πr
(円柱の外側)

µ0Ir

2πa2
(円柱の内側)

となる．円柱の外側では直線電流の結果と同じとなる23．
22講義ではこの計算を示したが，ここでは省略する．
23どこかで見た結果である．
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2.1–7 [アンペールの法則の応用例]:

この問題の趣旨はアンペールの法則の応用である．何から何が示されるかを，す
き間がないように議論して欲しい．

ビオーサバールの法則から，各電流要素から
作られる磁場の z成分はない．よって，電流
に垂直な成分しかないが，一方で，右図に
あるように動径成分は電流の密度の対称性
からキャンセルされる．つまり，磁場は回転
成分Bφしかないことがわかる．しかも，そ
の大きさは原点からの距離だけに依存して
いる．この議論は円筒の外側だけでなくて，
内側でも成り立つ．その成分を求めるため
にアンペールの法則を用いる．

電流分布を真上から見た図．電流分布

のある要素がつくる磁場とその電流要

素と線対称の位置にある電流要素の作

る磁場を重ね合わせると，動径成分は

キャンセルする．
アンペールの法則の積分形は，適当な閉曲面に対して

ż

C

B ¨ dx “ µ0

ż

S

n ¨ J

となる．閉曲線として，円筒と同心の半径 rの円を考える24．左辺は，2πrBφとな
り，一方で右辺は rの大きさに依存して決まる．

右辺 “

#

0 for r ă a

µ0I for r ě a

ここで，全電流を I とした．まとめると，磁場は右ねじが回る方向であり，その
大きさは，

Bφ “

#

0 for r ă a
µ0I
2πr

for r ě a

となる．

2.1–8 [同軸ケーブル]:

(a) 2.1–??と同様に考えて，アンペールの法則を当てはめる．磁場は右ねじの方
向を正として，その大きさを Bφとすると，半径 rのアンペールの閉曲線を
考える．内側の円柱には表面にのみ電流が流れていると仮定するので，r ă a

24そうすれば，線積分の線要素との内積は回転成分Bφだけ考えればよくて，しかも，それは円の半径
だけに依存するので，積分は簡単にできる．
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には電流は流れていないことに注意すると，アンペールの法則から

2πrBφ “

$

’

&

’

%

0 for r ă a

µ0I for a ď r ă b

0 for b ď r

を得る．よって，内側と外側の導体の間にだけ磁場Bφ “
µ0I

2πr
が右ねじの方

向にある．

(b) 問題図の斜線部分の面を貫く磁場 (磁束)Φは，どこでも面に垂直なので，

Φ “

ż

dSn ¨ B “

ż b

a

dr

ż l

0

dzBφ “ l

ż b

a

dr
µ0I

2πr
“

µ0Il

2π
log

ˆ

b

a

˙

.

となる．

(c) 自己インダクタンスLは電流 Iが自分の閉回路を貫く磁場 (磁束)Φとの比例
関係の係数を表す．この問題で自己インダクタンスは，

L “
Φ

I
“

µ0l

2π
log

ˆ

b

a

˙

.

である。

(d) この問題は，??.0–??で解説する．

2.1–9 [ソレノイドコイル]:

簡単のために無限に長いコイルを考えることに
する．無限に長いコイルのときには，磁場は z軸
の位置には依存しない．ちょうど z “ 0の面上
の位置を考えても一般性を失わない．右図のよ
うに，z “ 0のある位置に対して，z座標が`z,

´zにあるソレノイドコイルの 2つ電流に作る磁
場を考える．ビオ・サバールの法則から二つの
磁場の大きさは等しく，方向は図に示してある．
この二つの磁場ベクトルの合成は`z方向を向い
ていることがわかる．つまり，z座標の任意の位
置`zを流れる電流には必ず対応する座標´zに
ある電流が存在し，それが磁場の z方向以外の
成分をキャンセルすることがわかる．

z

(a)
(b)

この議論はコイルの内側か外側かに関係がないので，このコイルの作る磁場は必
ず z成分しかないことがわかる．

(a) 図のようにコイルの外側に矩形の閉曲線 (a)を考える．磁場の方向は z方向し
かないので，その大きさをBzとする．z軸に垂直な線分に対しては，dx¨B “ 0
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である．矩形の z方向の長さを lとして，この閉曲線にアンペールの法則を
当てはめると，

ż

dx ¨ B “ l
´

Bp 右 q
z ´ Bp 左 q

z

¯

“ 0

となる．ここで右辺がゼロになるのは，閉曲面を貫く電流がゼロであるため
である．ここからBp 右 q

z “ Bp 左 q
z である．閉曲線は平行移動しても同じ結果

が得られることから，コイルの外部ではBzは位置に依らないことがわかる．
また，一方で，ビオ・サバールの法則より無限遠での磁場がゼロであること
から，コイルの外部ではどこでもゼロであることがわかる．

(b) 上の議論から磁場の方向は z方向である．

(c) 図のようにコイルの間に閉曲面 (b)を考える．閉回路が電流を囲まない限り，
上の (a)での議論は同様に成り立つ．よって，磁場の向きは z方向であり，コ
イル内部の場所には依存しない．

(d) コイルをまたぐように，閉回路を考える．外側の磁場はゼロであることはわ
かっているので，アンペールの法則から，

ż

dx ¨ B “ lBz “ µ0lnI

より，Bz “ µ0nIとなる．

(e) コイルに流れる電流は，平行に同じ向きに流れている電流の集まりだから，
お互いに引力が働いている．これは縮む方向である．

これらはコイルの半径には全く依らない結果であった．

3 電磁誘導とMaxwell方程式
3.0–1 [交流誘導起電力]:

起電力は回路に一周にわたる電場の線積分
で与えられる．電磁誘導による起電力V は，
ファラデーの法則より V “

ş

E ¨ x “ ´ d
dt

Φ

である．磁場と閉回路の法線とのなす角を θ

のとき，磁束 Φは，Φ “ BS cos θで表され
る．一定の角速度 ωで回転しているときは
θptq “ ωtとなるから，誘導起電力 V は，

V “ ωBS sinpωtq

となる．これが交流発電機の原理である．一
様な磁場中を閉回路を回転させると，周期的
な起電力が発生できる．

�
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3.0–2 [電磁誘導と表面電流]:

円柱の内部を一様に流れていた電流が，一様に
増幅したとする．このとき，円柱内部の磁場は
右ねじを巻く方向の増える．この磁場の変化に
対して電磁誘導が起こり，このとき磁場の増加
を妨げるように右図の点線の向きに誘導起電力
が生じる．結果として，円柱の中心部分よりも，
表面の方に多くの電流が流れることになる．こ
れは表皮効果と呼ばれる．例えば，交流電流を
導線に流すとき，常に電流が振動変化している
ので，この効果は顕著に現れる．

3.0–3 [うず電流]:

磁石を動かしたときの，導体板を貫く磁場の変
化について考えてみる．磁石を動かすことによっ
て,動かす前のN極の直下では減少し，動かす先
では磁増えます．電磁誘導の法則から，それぞ
れに変化を妨げる方向に誘導起電力が生じ，右
図のように渦状に電流が流れます．これは渦電
流と呼ばれています．

N

S

この渦電流が流れているときに，その電荷運動が磁石による磁場から受ける力を
考える．ちょうど磁石が通過するところの誘導電流は図の奥から手前に流れてい
る．この電流は磁場から磁石の運動と同じ方向にローレンツ力を受ける．磁石に
はその反作用とし，磁石の運動と反対向き，つまり運動を妨げる方向に動く．あ
るいは，誘導電流の等価磁石を考えると，図の左側では S極が上に，右ではN極
が上になっているので，やはり磁石の運動を妨げる力が働いていることは理解で
きる．

この導体に働く力はアラゴーの円盤と呼ばれる実験に相当している．アラゴーの
円盤とは，動かさないときには力が働かない，つまり磁性のない銅やアルミの円
盤の上を，磁石を動かすと，その磁石に引かれて運動をはじめる現象である．最近
では，廃品回収でアルミ缶を分別する方法にこの考え方が使われている．スチー
ル缶は磁石にくっつくのでまず分別し，磁石にくっつかないアルミ缶は磁場中に
(例えば)落下させる等の運動をさせて，電磁誘導を利用した力によって分別させ
る．また，電磁調理器は渦電流を利用いしている典型例である．

3.0–4 [変位電流]:

コンデンサーに蓄えられた面電荷密度を σとすると，平板導体間の電場の大きさ
Eは，E “ σ

ε0
である．平板間の変位電流 Idは，平板と平行な面を貫く (変位)電
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流密度として考え，

Id “

ż

dSn ¨ Jd “

ż

dSn ¨

ˆ

ε0
BE

Bt

˙

“
d

dt

ż

dSσ “
d

dt
pσSq

である．コンデンサーに蓄えられて電荷は σSであるから，その時間変化は電流に
相当する．つまり，このコンデンサー間には電流が流れていないが，相当する変
位電流が流れていることになる．

3.0–5 [アンペール・マクスウェルの法則]:

静磁場でのアンペールの法則 (∇ ˆ B “ µ0J)の両辺に∇¨を作用し，連続の方程
式 (Bρpx, tq{Bt “ ´∇ ¨ J)より，

∇ ¨ p∇ ˆ Bq “ µ0∇ ¨ J “ µ0

ˆ

´
Bρ

Bt

˙

となる．左辺は恒等的にゼロになるが，右辺では Bρ
Bt

“ 0となり，定常電流のとき
に対応している．一般に，非定常状態のときには左辺のみがゼロになり，この等
式は成り立たない．

そこで，ガウスの法則が非定常状態でも成り立つとして，∇ ¨ E “ ρ{ε0の両辺を t

で微分すれば，
B

Bt
p∇ ¨ Eq “

1

ε0

B

Bt
ρ “ ´

1

ε0

∇ ¨ J

より，

∇ ¨

ˆ

J ` ε0
BE

Bt

˙

“ 0

となる．これを用いて，アンペールの法則を非定常状態へ拡張すると，

∇ ˆ B “ µ0

ˆ

J ` ε0
BE

Bt

˙

が得られる．右辺の第二項を変位電流密度と呼ぶ．もちろん，定常状態では
BE

Bt
“ 0

であり，アンペールの法則に戻る．
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