
第一回物理学Aレポート問題の解答例とコメント1

福島孝治 (東京大学院総合文化)

2004年 5月 27日: ver. 1.0

問題 1 「ベクトル演算 1」：

1. 任意の (３次元空間での)ベクトルA，B，Cに対して，次の恒等式が成り立
つことを示せ．

A× (B ×C) = (A ·C) B − (A ·B)C (1)

2. A,B,Cを辺とする平向 6面体の体積は，A · (B×C)で表されることを示せ．
問題の趣旨:ベクトル積についてなれるために一度は手を動かして見る．それから，1-2

ではベクトル積の幾何学的な意味を考えることで，イメージを深める．
解答例：1ー 1 さて，解答は，ほとんどの学生さんがしたように，成分を書き下してみ
ると，簡単に示すことができる．一般的な注意だが，ベクトルはAのように太字か，あ
るいは， ~Aのように矢印をつけて書くことにしよう．そうすることでベクトルかただの
スカラー変数かの違いがよくわかる．たまにベクトル=スカラーという間違った式変形
を見かけるが，このような表記に従えばそのミスは避けられる．
ベクトルの成分をA= (Ax, Ay, Az)のように書くことにする．左辺は，

B ×C = (ByCz −BzCy, BzCx −BxCz, BxCy −ByCx)

A× (B ×C) =




Ay(BxCy −ByCx)− (BzCx −BxCz)Az

Az(ByCz −BzCy)− (BxCy −ByCx)Ax

Ax(BzCx −BxCz)− (ByCz −BzCy)Az


 (2)

一方右辺の成分を書き下すと，

(A ·C) B − (A ·B)C = (AxCx + AyCy + AzCz)




Bx

By

Bz




− (AxBx + AyBy + AzBz)




Cx

Cy

Cz




=




(AyCy + AzCz)Bx − (AyBy + AzBz)Cx

(AxCx + AzCz)By − (AxBx + AzBz)Cy

(AxCx + AyCy)Bz − (AxBx + AyBy)Cz


 (3)

この式 (2)と (3)の右辺は等しいから，等式 (1)は示された．

1このプリントでは語尾が一貫していないし，ミスもあるかもしれない．何か間違いや誤解を発見され
たら連絡 (E-mail: hukusima@phys.c.u-tokyo.ac.jp)して欲しい．
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この問題は，成分を書くのが面倒くさく，もっと簡単にできないかと考えたくなる2．
その例を簡単に紹介する．まず，ベクトル積の幾何学的な意味を考える．B ×C = D

と置くと，ベクトルDはBとCに垂直な方向を向いている．求めたいベクトルE = A×
(B ×C) = A×DはベクトルDと垂直なので，結果としてBとCの 2つのベクトルで
張られる面に平行であることがわかる．つまり，2つの定数 j,kを用いて，

A× (B ×C) = jB + kC

と表される．また，EはAと垂直 (A ·E = 0)であることから，

jA ·B + kA ·C = 0

よって，別の定数 lを用いて，

j = lA ·C, k = −lA ·B

であることがわかり，まとめると，

A× (B ×C) = l(A ·C)B − l(A ·B)C

となる．この式はA,B,Cに対して線形である．つまり，例えばそれぞれのベクトルを２
倍しても成り立つ式である．そこで，何かしら特別なベクトルについて，成り立つよう
に定数 lを決めて良い．A = (1, 0, 0), B = (0, 1, 0), C = (1, 0, 0)とすると，l = 1がわ
かり，1.が成り立つことが示された．

解答例：1ー 2

ここでは実際にA，B，Cの図形をちゃんと
書いてみる必要がある．この他にも座標系
は右手系を使っている3．右図のように 3つ
のベクトルをとったとする．

A

B

C

まず，ベクトルB × C をDとおくと，ベクトルDの方向はBとCに垂直で，大きさ
はその 2つのベクトルで書かれる平行四辺形の面積である．このD とAとの内積は，2

つのベクトルのなす角を θとして，A ·D = |A||D| cos θ と書ける．A cos θはDへの射
影であるから，平行四辺形に対する高さである．結局，A ·Dは平行四面体の体積であ
ることがわかる．
注意深い学生さんは，絶対値をとる必要があることを指摘してくれた．この原因は 2

つあり，まず，右手系か左手系かを事前に明示していないことから来る混乱で，もう一
2とはいえ，最初は成分を書いてみるのがやはり基本．困ったら，書いてみる．
3直交座標を定義するときに，x軸，y 軸を定義した後の z軸の方向には向きの任意性がある．右手系

では，x, y軸をそれぞれ右手の親指，人差指としたときに，中指の方向に z軸をとるように座標系を設定
する．
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つは，3つベクトルと平行四面体の関係についてを黒板で書いただけであったので，一
部不明な部分があったかもしれない．例えば，上図で，AとBを交換すると，負号が出
て来る．まとめると，「上図のようにベクトルを明示して，右手系をとることに限定すれ
ば，絶対値をとる必要はない」わけである．
問題 2 「ベクトル演算 2」：時間 tの関数であるベクトル r(t)について以下の問に答

えよ．

1. 数学的な恒等式
d

dt

(
r × dr

dt

)
= r × d2r

dt2

を示せ．

2. (ちょっと難しいか？)ベクトル rを位置ベクトルだと思うと，この式は r× dr
dt
が

時間的に変化しない条件を与えている．その条件を満たす力とはどのような
性質を持っているか，議論せよ．

問題の趣旨：もうひとつベクトルの演算として，微分を考えてみて，2-2ではそこに物
理の要素をいれてみた．
解答例 2-1: 問題 1と同様に考えると，成分をいれて示せばいいわけでが，その前に少
し微分の演算の性質を考えてみる4．いま，実数変数 tの二つのベクトルA(t)とB(t)が
あるとする，そのベクトル積A×Bの微分を考える．x成分について，書き下し見ると，

d

dt
(A(t)×B(t))x =

d

dt
(AyBz − AzBy) = ȦyBz + AyḂz − ȦzBy − AzḂy

=
(
ȦyBz − ȦzBy

)
+

(
AyḂz − AzḂy

)
=

(
dA

dt
×B + A× dB

dt

)

x

となり，通常の積の微分ルールが成り立っていることがわかる5．この性質とA×A = 0

であることを使うと，

d

dt

(
r × dr

dt

)
=

dr

dt
× dr

dt
+ r × d2r

dt2
= r × d2r

dt2

が示された6．
解答例 2-2: ここで，rを位置ベクトルだと考える．今，質点の質量をmとすると，m(r×
ṙ) = r × pは角運動量と呼ばれるベクトル量である．上の式は

d

dt
(r × p) = m (r × r̈) = r × F (4)

4成分を代入して，恒等式の右辺と左辺を比べればよいが，そうするとなんとなくこの問題の旨味が失
われているような気がする．

5もとの微分の定義に戻っても，同様に示すことが出来る．
6ここでも，陰に３次元空間を仮定していた．一般の次元についての質問があったが，その場合のベク

トル積はこのように簡単な定義ではない．上のような積の微分公式が成り立つかどうかは良く知らない．
興味があれば，是非調べて教えて欲しい．
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と書ける．ここで，最後の変形には運動の第二法則 (運動方程式)を用いており，Fは力
ベクトルである．この式は，「角運動量の時間変化は，力のモーメント (r×F )に等しい」
ことを意味している．
さて，角運動量が時間に依存しない場合を考えると，その条件は，右辺をみれば，r×F

＝ 0となることがわかる．このことから，この条件は，力ベクトルFはいつでもゼロ7か，
位置ベクトルと平行であることがわかる8．後者の性質をもつ力は中心力と呼ばれ，例
えば万有引力やクーロン力はこの範疇に入る．
解答では「面積速度一定則」について言及しているレポートもあったが，これは角運
動量保存 (r×pが一定)であることの別の表現であることに注意しよう．微小時間 δtに
位置ベクトルが掃引する 3角形の面積 Sは，S = |r × vδt|/2であるから，面積速度 (単
位時間あたりの面積変化)は

d

dt
S = lim

δt→0

1

δt

1

2
|r × vδt| = 1

2
|r × v| = 1

2m
|r × p|

となり，角運動量の大きさに比例していることがわかる．この段階では，力については
何も言っていない．上の議論から，「力が中心力であれば，角運動量保存則が言えて，同
時に面積速度が一定である」ことがわかる．ケプラーの第二法則は，この法則?の万有
引力という特別な例と考えることができる．
問題 3 「過去問から」どちらか一つでもよいことにする．

1. 重力加速度の値を測定する方法を提案せよ．

2. 力が伸びに比例するバネがある．つまり，伸びベクトルをxとすると，(F ∝
−x)となる．この比例係数 (バネ定数)を測定する方法を提案せよ．

問題の趣旨：最近の高校の教科書を見ると，実際に実験する課題がかなり採り入れられ
ているので，このあたりは慣れているのかも知れないが，運動方程式を解くことの意味
を考える機会になればいいと考えての出題である．
レベル 1：まずは力の釣合から出そうという解答がある．

1. 等加速度運動する電車の中では慣性力と重力がつり合っているときに傾いている
角度から求める．

2. ひもを付けたおもりを一定の角速度で回転させ，その時の遠心力とのつり合いか
ら求める．

3. 重力とバネの釣合からバネ定数を求める．

他には運動方程式の解と運動の観測から決める方法があった．

1. 重力中の落下問題: h = 1
2
gt2，

7これはまったくつまらない世界の話になってしまっている
8このことから，F= f(r)rと表すのはよいが，この比例係数 f(r)を rに依存しない定数と置くのは，

制約条件として強すぎる．定数となる例として，バネの復元力の場合が挙げられるが，一方で，万有引力
の場合は，f(r) ∝ 1/r2 となり rに依存する．
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2. 振り子の周期： T = 2π
√

l
g

3. バネ振動の周期：T = 2π
√

k
m

レベル 2：観測を気にする．

• 誤差：統計誤差と系統誤差の違い
• 空気抵抗，その他の摩擦
• 微小振動近似
• 観測時間の精度
例えば，十分長い時間の観測によって，精度をあげようとする試みがたくさんあっ
た．振り子の問題ならば，１周期分ではなんくて，もっと長く観測して平均を求め
る．また重力落下では斜面を落とすことで，実効的な重力を弱くし，落下の時間
を長くするようにしている．こうすることで，観測時間の精度はあがるかも知れ
ない．これは上の言葉でいえば，観測によるふらつき具合を減少させるので，統
計誤差を改善していることになる．しかし，その大小として，振り子では空気抵
抗の効果がどんどんでてくるだろうし，斜面の問題では斜面との摩擦．あるいは，
球だところがることでエネルギーを損失する．これらは，系統的に真値からのず
れを産み出すので，系統誤差と呼ばれるものである．統計誤差を小さくすると，今
度は系統誤差が見えだしてくる例である．キレイな実験データが出たからといっ
て，真の値に近付いているとは限らないのである．

さて，実測することによって，パラメータを決定しようとすると，様々な要因で邪魔が
入る．その影響で，真の?値からのずれが生じるとしたときの，ずれを誤差と呼ぶこと
にする．そのとき，要因にもいろいろあるわけで．．．
問題 4 「講義について」：講義に関する感想・意見・要望はないか?この講義に期待していることは何か？

いろいろと御意見ありがとうございました．個別にはそれなりにコメントを返したつもりです．

第二回物理学Aレポート問題の解答例とコメント

福島孝治 (東京大学院総合文化)

2004年 6月 3日: ver. 1.0

問題 1 「微分方程式」：

1. ある講義の出席人数の減少率はその出席人数に比例し，かつ飽和人数Aと各
回数での参加人数との差に比例するとする (モデル化)．講義の回数を連続変
数 tとして，出席人数の変化を時間 tに関する微分方程式として表せ．それ
を解け．

2. あるクラスでは初回の出席者数は，95であり，2回目，3回目はそれぞれ，77,

62であった．このデータから，モデルの妥当性を検討し，モデルの定数を推
定せよ．また，最終回での出席者数を予測せよ．
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図 1: (i)の場合:初期の値 x0によらず，長時間
極限では Aの値に収束している．
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k=−0.01

A=50

t*

x0=10
x0=30
x0=51

図 2: k < 0の場合:初期値によって，絶滅した
り，人口爆発が起こったりする．

問題の趣旨：これは微分方程式で表される適当なモデルを設定して，その方程式を解く
練習問題である．ちょっと文章が悪くて，混乱させたかもしれない．1-2ではモデルに含
まれるパラメータを実際のデータから推定しようということである．この問題は物理と
は全く関係ないが，モデルを立てて，実験結果から妥当性を検討するという物理学で行
う一連の流れを体験することも目的である．そのために，データは解けるような「やさ
しい」ものではなくて，実測値を与えてみたし9，また「妥当性」とは何かについては
何も事前情報を与えなかった．

1-1この問題は或る種の人口問題のモデルである．一番有名なのは，マルサス (Malthus)

の法則

「ある生物の個体群を考え，その数を xとしたときに，単位時間辺りの
出生率を n，死亡率をmとしすると，

ẋ = nx−mx = (n−m)x

と表せる．」

である．ここで a = n−mをマルサス係数と呼ぶ．ただ，この係数がまったく人口に依
存しないというのはおかしいので，そこに改良を加え，a = k(A− x)としたのが今回の
問題である．微分方程式は，

ẋ = k(A− x)x (5)

となり，これはPearl-Readの Logistic equationと呼ばれている10．
さて，まずはこの微分方程式を解くことにする．この方程式は変数分離で簡単に解く

ことが出来る．
dx

x(A− x)
=

1

A

(
1

x
+

1

A− x

)
dx = kdt

log
(

x

A− x

)
= kAt + C

9ただし，大失敗したのはデータの数が少なかったことだ．もう 2・3点増やしておけばよかった．
10らしい．問題を出した後で知った．
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初期値のちがいで，解の様子が全く異な
っている．この境界の値を閾値 (thresh-

old)と呼ぶが，このような現象は非線形
の効果である．パラメータの違いによる
解の性質を絵にまとめておくと，こんな
感じ．

図 3: パラメータ k vs A/x0上で，t →
∞での振る舞いから分類をした相図．

初期条件として，x(t = 0) = x0とすると，

x(t) =
Ax0e

kAt

A− x0 + x0ekAt
(6)

となる．次の問題に行く前にこの解の性質を詳しく見ておこう．まず，(i)A, k > 0の場
合は，

x(t) =
A

1 + (A/x0 − 1)e−kAt
(7)

となり，この解は，長時間極限でAに収束することがわかる．これが問題文の中でAを
飽和人数と呼んだ理由である11．
一方で，(ii)A > 0, k < 0でかつ，A > x0の場合は， lim

t→∞x(t) = 0，すなわち，「絶滅」

する．また，(iii)A > 0, k < 0でかつ，A < x0の場合は，t∗ = 1
kA

log(A/x0 − 1)で xが
発散する「人口爆発」が起こる．その中間，つまりA = x0では，人口の変化はない．

1-2 さて，データを式 (6)に当てはめてみる．先にも述べた通り，知らないパラメー
タが 3つ (A, k, x0)あり，与えられたデータが３点なので，正確に解くことができる．結
果は，k = −0.00040064, A = 610.077, x0 = 116.29, となる．これは先の相図 3で，「絶滅
相」に対応している．このまま最終回の出席者を予想するとすれば，0(t →∞ならば)，
6(t = 13回目ならば)となる．
ここから「妥当性」を議論してみることにする．しかし，そもそも妥当性とはどうい

うことだろうか．もしも，式 (5)のモデルがデータを表現できるかどうかを妥当性の基
準だとすれば，この問題はぴったり解ける状況なので，議論の余地がない．つまり，モ
デルが外れることがありえないからだ．そこで，このモデルから帰結される結果が何か
他の基準と照らし合わせたときに「もっともらしい」かを考えることになろうか?例え
ば，最終回の出席数が 0や 6ということは常識的にありえないから，妥当でないという
ことはできるだろう．また，「飽和人数 Aが 610とは大きすぎる」や「モデルが絶滅相
にある」ことで妥当でないとも言えるかも知れない．いずれにしても，基準があいまい
で，客観的ではない． この状況で議論するのは難しいということは言える12．

11いきなり 1-2の数値を当てはめて，Aの値を見ては混乱するだけであっただろう．式が出てきたらど
んな振るまいをするかを見るのは基本である．

12えー，落ちはそこなのかっ!?だから，データが少ないんだって．
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図 4: fittingの結果：3回目までのデー
タを使うと，下側の曲線が得られ，４
回目までのデータから上側の曲線が得
られた．

そこで，4回目のデータを付け加えることにする．実測値は 7413であった． 今度は，
データ数が未知定数の数よりも多いので，解くことはできないし，モデルでデータを
完全に記述することはできないだろう．ここでは，最小二乗法によってパラメータを決
定することにする．そこでは，パラメータを指定したときの出席人数の予測値と実測値
(y(1), y(2), y(3), y(4))のずれ χ(2)

χ(2)(x0, k, A) =
4∑

i=1

(y(i)− x(i))2

を計算し，それが最小になるようにパラメータを決定しようとする．実際の技術的なと
ころは省略するが，答えは，k = 0.0185098,A = 68.2999,x0 = 1.19401e + 09となる．な
んとか，絶滅相から脱出して，「飽和相」に入ることが出来た．ちょっと x0の値が大き
くて意味がわからないが，飽和人数は 68とそれっぽい値になった．さて，ここで妥当
性はといえば，やはりそれほど自明ではない．通常は，ずれ χ(2)の大きさが判断基準に
なるが，どの程度のずれまで許すかは主観的である．データの数が多い状況の誤差論で
は，標準偏差の大きさから許容範囲を議論することが多い．この先は冬学期に実験をや
るときにみっちり学んで欲しい．
問題 2 「微分方程式 力学の問題」：非常に高いビル (高さH)から，パラシュートを担

いで初速度 0で空気抵抗を受けて落下する．落下開始から時刻 t∗だけたった後に
パラシュートを開くとする．パラシュートを開くことで，より大きな抵抗を受け
ると考えられる．

1. この問題の運動方程式をたてて，それを解け．時間の関数として，速度をプ
ロットしてみること．

2. 地上に到着する，つまり距離H だけ落下したときの速度を t∗の関数として
求めてみよう．パラシュートを開くタイミングをどのくらいギリギリまで待
てるだろうか?

やっぱむずかしかったですね．2-1はちゃんとできます．もう少し待って下さい．

13あまりに急速に減って来たので，ここにレポートの締め切りを設定したのであった．
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問題 3 [減衰振動について：速度に比例する抵抗のあるばね振動の運動方程式は，

d2

dt2
x + µ

d

dt
x + ω2x = 0 (8)

となる．この振る舞いを議論せよ．特性方程式の方法を用いて解くとよい．
問題の趣旨：2階の線形微分方程式を解いてみようということです．これは，バネの振
動の問題と，速度に比例する抵抗の問題の合わせ技で，特性方程式を用いて解くときに，
幾つかの状況が出て来る．また，問題では陽に初期条件を与えなかったので，そこは自
分で適当に設定し，答えを図にすることができるかも課題である．
元々の問題の由来は，速度に比例する抵抗力がある状況でのバネの振動である．平衡
点からのずれ xに対して，質量mの質点の運動方程式は，

mẍ = −kx− κẋ (9)

となる．ここで，kはバネ定数，κは抵抗係数である．この運動方程式の両辺を割るこ
とで，問題の式が出て来る．ただし，µ = κ/m，ω2 = k/m である．
この微分方程式の特性方程式は，

λ2 + µλ + ω2 = 0 (10)

である．一般解はその根の性質で分類される．

(i)µ2 − 4ω2 > 0 ：抵抗力が大きい場合
このとき特性方程式の根は，それぞれ

α =
µ +

√
µ2 − 4ω2

2
β =

µ−√µ2 − 4ω2

2
(11)

となる．相異なる 2つの負根 −α, −β(α > 0, β > 0) をもつ．一般解は，

x(t) = C1 exp(−αt) + C2 exp(−βt) (12)

であり，どちらも負であることから，長時間極限では平衡点に収束する (limt→∞ x(t) =

0)14．x(t)が単調減少かどうかは初期条件に依存する．バネがのびる方向に初速度
をもって引っ張れば一度伸びてから縮む．ただし，その場合でも x(t) = 0を横切
ることはない．

(ii) µ2 − 4ω2 < 0 ：バネ定数が大きい場合
特性方程式の根は虚数−µ/2± iω′になるから，一般解は，

x(t) = e−µ/2t (C1 exp(iω′t) + C2 exp(−iω′t))

x(t) = e−µ/2t ((C1 + C2) cos(ω′t) + i(C1 − C2) sin(ω′t))

= Ae−µt/2 sin(ω′t + ψ) (13)
14たびたび見掛けた解答に「非周期的運動」とか「振動しない」とかがあった．これは説明になってい
ないのではないかなー．振動しない，非周期的運動ってとても沢山ある．α, βが共に負であることを明示
することは大切で，そうでないと，発散する可能性もある．一度はグラフで示してみるといろいろとわか
る．
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図 5: (i)の場合: 振動系の問題なのに振動しな
いのはなぜかという質問があったが，ここでは
とても摩擦が大きい状況に相当している．
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図 6: (ii)の場合:振動の周期がよくわかるよう
に横軸のスケールを書いておく必要がある．た
まに周期がどんどん早くなっているようなグラ
フがあった．振幅が減衰するので，周期が早く
なるような感じがするかもしれないが，それは
誤解である．周期はいつでも一定．

である．ここで，ω′ =
√

4ω2 − µ2/2であり，A,ψはC1,C2から決まる定数である．
このような運動は減衰振動と呼ばれている．単振動と比べると，振幅は指数関数
的 exp(−µt/2)に減少し，角振動数がωからω′に減っている．減衰するのは振幅で
あって，角振動数あるいは周期ではないことに注意しよう．

(iii) µ2 − 4ω2 = 0 ：ちょうどつり合う場合
これは特性方程式が重根を持つときである．一つの基本解は，x1(t) = exp(−µt/2)

であるが，このままでは一次独立な 2つの関数が得られていない．そこで，x(t) =

A(t) exp(λt) とおいて，改めて微分方程式に代入して，A(t)の満たすべき条件を
考えてみる．元々の特性方程式も考慮すると，条件は Ä + (2λ + µ)Ȧ = 0とな
るが，A(t) = tはその条件を満たす． 結果として，もう一つの基本解は x2(t) =

t exp(−µt/2)となることがわかる．一般解は，

x(t) = e−µt/2(C1 + C2t) (14)

となる．この運動は臨界減衰と呼ばれている15．

グラフを描くれるように，指摘したが，そのことについて幾つかの注意点がある．また，
グラフを描くためには初期条件をきちんと設定しないといけない．そこがいい加減なレ
ポートがかなりあった．例えば，

• 縦軸横軸のスケール (目盛り)がない．そうしないと，どんなスケールの現象なの
かがまったくわからない．

15臨界とはギリギリという意味である．どうして臨界減衰なのかはグラフを書いてみればわかる (書か
なくてもわかるが．．．)．
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図 7: (iii)の場合: ちょうど，(i)と (ii)の境目なので，「臨界」と呼ばれているのだろう．グラフには µ = 1
として，ωを変えて書いてみた．ωを減らして振動運動しなくなるところがこの臨界減衰である．

• 初速度を 0と設定しているのに，t = 0のところで傾きが 0でない．

• 減衰振動のときに，どういうわけか周期が段々小さくなっている．

今後は，注意して欲しい．

23


